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Résumé
Nous démontrons que dans la atégorie F des fonteurs entre espaes
vetoriels sur F2, le produit tensoriel entre le seond fonteur injetif stan-
dard non onstant V 7→ F2
(V ∗)⊕2
et un fonteur puissane extérieure est
artinien. Seul était antérieurement onnu le aratère artinien de et inje-
tif ; notre résultat onstitue une étape pour l'étude du troisième fonteur
injetif standard non onstant de F .
Nous utilisons le fonteur de division par le fonteur identité et des on-
sidérations issues de la théorie des représentations modulaires des groupes
symétriques pour obtenir e théorème par la détetion de fateurs de om-
position onvenables.
Abstrat
We prove that, in the ategory F of funtors between F2-vetor spaes,
the tensor produt between the seond non onstant standard injetive
funtor V 7→ F2
(V ∗)⊕2
and an exterior power funtor is artinian. The only
ase known to date was the artinian harater of this injetive ; our result
is a step in the study of the third non onstant standard injetive of F .
We use the division funtor by the identity funtor and fats from
modular representation theory of the symmetri groups to obtain this
theorem by deteting suitable omposition fators.
Mots-lés : atégories de fonteurs, représentations modulaires, fonteurs de division,
ltration de Krull.
Classiation math. : 16P60, 18A25, 20B30, 20C20.
Introdution
Cet artile s'intéresse aux objets injetifs de la atégorie F des fonteurs
de la atégorie Ef vers la atégorie E , où l'on note E la atégorie des espaes
vetoriels sur le orps F2 à deux éléments et E
f
la sous-atégorie pleine de E
dont les objets sont les espaes de dimension nie. Cette atégorie s'est révélée
fondamentale en algèbre et en topologie. Ainsi, Suslin a démontré dans l'ap-
pendie de [FFSS99℄ que l'on peut aluler ertains groupes d'homologie stable
des groupes linéaires sur F2 à partir de groupes d'extensions dans la atégorie
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F , sur lesquels on dispose de nombreux résultats (f. [FFSS99℄ et [Fra96℄). La
atégorie F a été étudiée systématiquement depuis les travaux de Henn, Lannes
et Shwartz montrant les liens étroits entre les fonteurs analytiques de F et les
modules instables sur l'algèbre de Steenrod (f. [HLS93℄ et [Sh94℄). L'image de
la ohomologie d'un 2-groupe abélien élémentaire V par le fonteur fondamen-
tal de [HLS93℄ se trouve être l'objet injetif standard de F assoié au F2-espae
vetoriel V . Cela onstitue l'une des motivations pour étudier es objets injetifs.
Nous fournissons une étape supplémentaire dans l'étude de la onjeture ar-
tinienne (disutée en détails dans [Pow00a℄ et [Dja℄) selon laquelle le fonteur
injetif I⊗d est un objet artinien pour tout entier naturel d, où I désigne le
premier objet injetif standard non onstant de F (f.  1.1). Celle-i n'est dé-
montrée que pour d ≤ 2. Elle est triviale pour d = 0, faile pour d = 1 et
beauoup plus diile pour d = 2. De fait, bien que la atégorie F possède de
nombreuses propriétés de régularité et que ses objets simples soient onnus  ils
sont paramétrisés par les représentations simples sur F2 des diérents groupes
symétriques, l'étude de ses objets de longueur innie s'avère d'une grande om-
plexité, liée au problème de la ompréhension globale de es représentations.
Les as partiuliers onnus ont requis l'utilisation d'outils puissants, qui sont
pourtant enore insusants pour une approhe générale.
An d'aborder l'étude de I⊗d, on ommene par examiner les sous-fonteurs
obtenus en tensorisant par I⊗d−1 la ltration polynomiale de I, dont les quo-
tients font apparaître les puissanes extérieures. Ainsi, pour établir le aratère
artinien de I⊗2 dans [Pow98a℄, Powell s'est appuyé sur le résultat, dû à Piriou
([Pir97℄), selon lequel les fonteurs I ⊗ Λn sont artiniens. Nos résultats sur la
struture des fonteurs I⊗2 ⊗ Λn, qui aboutiront au théorème suivant, on-
stituent don une étape pour l'étude de I⊗3.
Théorème 1. Pour tout entier naturel n, le fonteur I⊗2 ⊗ Λn est artinien.
L'outil prinipal, et nouveau pour e type de problème, que nous employons,
est l'endofonteur (− : Λ1) de F adjoint à gauhe à − ⊗ Λ1, appelé division
par Λ1, qui suggère une approhe par réurrene du théorème 1 à partir des
isomorphismes naturels (I⊗2 ⊗ Λn : Λ1) ≃ I⊗2 ⊗ Λn−1 et du as n = 0, traité
par Powell.
Par des onsidérations issues de la théorie des représentations modulaires des
groupes symétriques, nous donnons des renseignements sur l'eet de e fonteur
sur ertains objets simples de la atégorie F . Nous montrons ensuite omment
en déduire des renseignements sur les fateurs de omposition de fonteurs an-
alytiques dont on ontrle la division par Λ1. Nous les appliquons à des sous-
fonteurs de I⊗2 ⊗ Λn pour obtenir le pas de la réurrene.
Préisément, nous introduisons des sous-fonteurs expliites L2n et D
2
n de
I⊗2 ⊗ Λn qui permettent de réduire le théorème 1 à l'énoné suivant.
Théorème 2. Pour tout entier naturel n, les fonteurs L2n et D
2
n sont artiniens.
En fait, nous donnons une estimation de la  taille  des fonteurs L2n, D
2
n et
I⊗2⊗Λn beauoup plus préise que leur aratère artinien ; elle est étroitement
liée à la ltration de Krull de F  f. [Dja℄.
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Nous obtiendrons le théorème 2 à partir d'une proposition (5.32) armant
qu'un sous-fonteur X de L2n ayant la propriété que l'image du morphisme
(X : Λ1) → (L2n : Λ
1) induit par l'inlusion est susamment grosse est égal à
L2n. Le pas de la réurrene s'en déduit par un argument formel, ar le fonteur
(L2n : Λ
1) est étroitement lié à L2n−1 ; le as de D
2
n se traite pareillement.
Ce travail s'organise omme suit. La première setion rappelle les premières
propriétés de la atégorie F et la onstrution de ses objets simples. La deuxième
setion est onsarée à l'étude des propriétés fondamentales de l'endofonteur
(− : Λ1) de F , omparées à elles du fonteur diérene ∆, l'un des outils
de base les plus importants de la atégorie F . Le fonteur (− : Λ1) est un
quotient du fonteur diérene ; ontrairement à elui-i, il n'est pas exat, mais
il possède d'autres propriétés qui le rendent bien plus maniable que ∆, souvent
trop  gros  pour permettre des aluls raisonnables, même sur les fonteurs
assez élémentaires. La troisième setion introduit une lasse de fonteurs simples
sur laquelle le fonteur de division par Λ1 se trouve assez maniable. La quatrième
montre omment déteter la présene de fateurs de omposition dans un sous-
fonteur G d'un fonteur F à partir de elle de ertains fateurs dans l'image
de (G : Λ1) → (F : Λ1). Dans la dernière setion, après quelques préliminaires
sur la struture du fonteur I⊗2, nous onstruisons expliitement les fonteurs
L2n et D
2
n qui permettent de ltrer les I
⊗2⊗Λn. Nous établissons les propriétés
de leurs fateurs de omposition et de leur division par Λ1 grâe auxquelles on
peut mener à bien l'argument de réurrene des théorèmes 1 et 2.
Cet artile expose une partie des résultats obtenus par l'auteur dans son do-
torat [Dja℄, qui ontient une généralisation du théorème 1 au as de I⊗2 ⊗ F ,
où F est un fonteur ni. Celle-i s'eetue au prix de onstrutions plus teh-
niques liées aux représentations des groupes symétriques, et de l'utilisation
oasionnelle d'autres outils, également introduits dans [Dja℄, qui nous ont
permis d'obtenir aussi ette généralisation par une méthode n'utilisant pas la
division par Λ1 (f. [Djaa℄ et [Djab℄). Les deux approhes sont reliées par la
néessité, pour progresser dans l'étude de la onjeture artinienne, d'une om-
préhension ne des fonteurs o-Weyl (dénis dans [Pow98℄) et de phénomènes
 globaux  dans les représentations modulaires des groupes symétriques ou linéaires.
Notations et onventions
 Dans la suite, F2 étant le seul orps de base que nous onsidérerons, nous
nommerons simplement espae vetoriel un espae vetoriel sur F2.
 Soit E un ensemble. Nous noterons F2[E] l'espae vetoriel somme direte
de opies de F2 indexées par E. On peut voir l'assoation E 7→ F2[E]
omme un fonteur de la atégorie des ensembles vers E .
Nous noterons [e] l'élément de la base anonique de F2[E] assoié à un
élément e de E.
 Si G est un groupe, F2[G] désignera l'algèbre de G sur F2.
 Nous noterons V ∗ le dual d'un espae vetoriel V .
 Nous désignerons par ModA la atégorie des modules à droite sur un
anneau A.
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 Nous noterons Ob C la lasse des objets d'une atégorie C. L'ensemble des
morphismes d'un objet A vers un objet B de C sera noté homC(A,B), ou
hom(A,B) si nulle ambiguïté n'est possible.
Enn, Cop désignera la atégorie opposée de C.
 La sous-atégorie pleine de F des fonteurs prenant des valeurs de dimen-
sion nie sera notée Fdf .
 Nous désignerons par Λn (resp. T n, Sn, Γn) le fonteur n-ième puissane
extérieure (resp. tensorielle, symétrique, divisée).
 On note Z l'ensemble des entiers relatifs, N l'ensemble des entiers naturels
et N
∗
l'ensemble des entiers stritement positifs.
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1 Préliminaires
1.1 Rappels généraux sur la atégorie F
Pour les dénitions et résultats que nous rappelons dans e paragraphe,
et dont nous ferons un usage fréquent, nous renvoyons le leteur à [Kuh94a℄,
[Pow98b℄ et [Sh94℄ par exemple. Pour e qui onerne les résultats de base sur
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les atégories abéliennes que nous utilisons (souvent impliitement), on peut se
référer à [Gab62℄.
Proposition et dénition 1.1. 1. La atégorie F est abélienne, elle pos-
sède des limites et des olimites, qui se alulent au but ; les olimites
ltrantes y sont exates. De plus, le produit tensoriel de E induit une
struture monoïdale symétrique sur ⊗ : F × F → F , le produit tensoriel.
2. On dénit un fonteur (Ef )op → F V 7→ PV par la formule PV (E) =
F2[homEf (V,E)]. On note également P = PF2 .
3. On a un isomorphisme homF (PV , F ) ≃ F (V ) naturel en V ∈ ObE
f
et en
F ∈ F . En partiulier, les fonteurs PV sont des objets projetifs de F ,
appelés fonteurs projetifs standard de F .
4. Les fonteurs P
F
⊕n
2
(n ∈ N) forment une famille de générateurs projetifs
de F .
5. On a un isomorphisme PV ⊗ PW ≃ PV⊕W naturel en V,W ∈ Ob E
f
. En
partiulier, PV ≃ P
⊗ dimV
.
Proposition et dénition 1.2. 1. On dénit un fonteur
D : Fop → F , appelé dualité, par DF (V ) = F (V ∗)∗.
2. Le fonteur D induit une équivalene de atégories entre (Fdf )op et Fdf .
3. Le fonteur D est exat et dèle ; il ommute au produit tensoriel.
4. On a un isomorphisme hom(F,DG)
dualF,G
−−−−−→ hom(G,DF ) naturel en les
fonteurs F et G.
Dénition 1.3. Un fonteur F ∈ ObF est dit auto-dual s'il est muni d'un
isomorphisme F
d
−→ DF tel que dualF,F (d) = d.
Dans un tel fonteur, on dénit l'orthogonal d'un sous-objet A par
A⊥ = im
(
D(X/A)
Dpi
−−→ DX
d−1
−−→ X
)
,
où π désigne la projetion X ։ X/A.
Remarque 1.4. 1. Un fonteur auto-dual est à valeurs de dimension nie.
2. Le produit tensoriel de deux fonteurs auto-duaux est auto-dual.
Exemple 1.5. Les fonteurs Λi sont auto-duaux. Par onséquent, tout produit
tensoriel de puissanes extérieures est auto-dual.
Il est usuel, en raison des liens ave les modules instables sur l'algèbre de
Steenrod (f. [HLS93℄ et [Sh94℄), de s'intéresser plutt aux objets injetifs de
F qu'à ses objets projetifs ; la dualité dénie préédemment permet de passer
d'un point de vue à l'autre.
Proposition et dénition 1.6. 1. Pour V ∈ ObEf , on pose IV = DPV ∗ .
On dénit aussi I = IF2 = DP .
2. On a un isomorphisme homF(F, IV ) ≃ F (V )
∗
naturel en V ∈ ObEf et
en F ∈ ObF . En partiulier, les fonteurs IV sont des objets injetifs de
F ; on les appelle fonteurs injetifs standard de F .
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3. Les fonteurs I
F
⊕n
2
(n ∈ N) forment une famille de ogénérateurs injetifs
de F .
4. On a un isomorphisme IV ⊗ IW ≃ IV⊕W naturel en V,W ∈ Ob E
f
. En
partiulier, IV ≃ I
⊗ dimV
.
Dénition 1.7 (Fonteurs de déalage). Pour tout V ∈ Ob Ef , on dénit
un endofonteur ∆V de F par ∆V (F ) = F ◦ (V ⊕ −). Noter que ela dénit
même un fonteur de Ef vers la atégorie des endofonteurs de F .
On onstate que es fonteurs sont exats et qu'ils ommutent aux limites,
aux olimites et au produit tensoriel. De plus, on a des isomorphismes naturels
∆V ◦∆W ≃ ∆V⊕W .
Proposition 1.8. Il existe un isomorphisme
homF (A,∆VB) ≃ homF (A⊗ PV , B) (1)
naturel en A,B ∈ ObF et en V ∈ Ob Ef . En partiulier, pour tout espae
vetoriel V de dimension nie, le fonteur ∆V est adjoint à droite au fonteur
−⊗ PV .
On en déduit par dualité :
Corollaire 1.9. Il existe un isomorphisme
homF(∆V A,B) ≃ homF(A, IV ⊗B) (2)
naturel en A,B ∈ ObF et en V ∈ Ob Ef . En partiulier, pour tout espae
vetoriel V de dimension nie, le fonteur ∆V est adjoint à gauhe au fonteur
−⊗ IV .
Proposition 1.10. Notons i : E → F le fonteur, exat et dèle, qui à un
espae vetoriel V assoie le fonteur onstant en V (dans la suite, nous noterons
simplement V pour iV ). Le fonteur F → E F 7→ F (0) d'évaluation en 0 est
adjoint à gauhe et à droite à i.
Le fonteur onstant iF (0) est naturellement fateur diret du fonteur F
de F .
Notation 1.11. Soit F ∈ ObF . Nous noterons F¯ le onoyau de l'inlusion
anonique F (0) →֒ F , de sorte qu'on a un sindement naturel F ≃ F (0)⊕ F¯ .
Nous utiliserons surtout ette notation pour le projetif P¯ et l'injetif I¯.
Corollaire 1.12. Notons ∆ : F → F le fonteur onoyau de l'inlusion anon-
ique idF → ∆F2 , appelé fonteur diérene de F . On a un sindement naturel
∆F2 ≃ id ⊕ ∆. De plus, le fonteur ∆ ommute à la dualité ; il est adjoint à
droite à −⊗ P¯ et à gauhe à −⊗ I¯.
Dénition 1.13. 1. Soit n ∈ Z∪{−∞}. On note Fn la sous-atégorie pleine
de F formée des fonteurs F tels que ∆n+1F = 0 si n ≥ 0, réduite à {0}
sinon.
2. Un fonteur F est dit polynomial s'il existe n tel que F appartient à Fn.
Le plus petit n ayant ette propriété s'appelle le degré de F , on le note
deg F .
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3. Un fonteur est dit analytique s'il est réunion de sous-fonteurs polynomi-
aux. On désigne par Fω la sous-atégorie pleine de F formée des fonteurs
analytiques.
Dans la suite, nous nommerons simplement nis les objets de longueur nie.
Proposition et dénition 1.14. 1. Un fonteur est ni si et seulement s'il
est polynomial et à valeurs de dimension nie.
2. Le dual d'un fonteur polynomial est polynomial de même degré.
3. Un fonteur est loalement ni si et seulement s'il est analytique.
4. Les fonteurs IV sont analytiques.
5. Soit n ∈ Z ∪ {−∞}. La sous-atégorie Fn de F est épaisse. De plus,
l'inlusion Fn
in−→ F possède un adjoint à droite (resp. à gauhe) noté pn
(resp. qn). Par abus, on désignera enore par pn (resp. qn) l'endofonteur
inpn (resp. inqn) de F .
6. Soit F un objet de F . Via la oünité (resp. l'unité) de l'adjontion, on
peut voir naturellement pn(F ) omme un sous-objet (resp. un quotient) de
F ; de plus la suite (pn(F ))n de sous-objets de F est roissante. Sa réunion
est F si et seulement si F est analytique ; en général, ette réunion est le
plus grand sous-fonteur analytique de F .
Proposition 1.15. 1. Si A et B sont deux fonteurs polynomiaux, alors
A⊗B est également polynomial. De plus, deg (A⊗B) = deg A+ deg B.
2. Soient n ∈ Z et A,B ∈ ObF . On a un isomorphisme naturel
pn(A⊗B) ≃
∑
i+j=n
pi(A)⊗ pj(B) .
3. Pour n ∈ Z, on dénit un endofonteur phomn de F par
phomn = pn/pn−1 . (3)
Il existe un isomorphisme naturel
phomn (A⊗B) ≃
⊕
i+j=n
phomi (A)⊗ p
hom
j (B) .
Pour une démonstration, on pourra se reporter à [Pir95℄.
Corollaire 1.16. Le produit tensoriel de deux fonteurs analytiques est analy-
tique.
Dénition 1.17. Un fonteur F est dit homogène de degré n (resp. ohomogène
de degré n) s'il est polynomial de degré n et si pn−1(F ) = 0 (resp. qn−1(F ) = 0).
Il revient au même de dire que F est de degré n de même que tous ses
sous-objets (resp. tous ses quotients) non nuls.
Remarque 1.18. Le fonteur phomn (F ) est homogène de degré n s'il est non nul.
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Corollaire 1.19. 1. Tout sous-fonteur (resp. tout quotient) d'un fonteur
homogène (resp. ohomogène) est homogène (resp. ohomogène).
2. Un produit tensoriel de fonteurs homogènes (resp. ohomogènes) est égale-
ment homogène (resp. ohomogène).
Dénition 1.20. Un fonteur est dit de type ni (resp. de o-type ni)  en
abrégé tf (resp. o-tf)  lorsqu'il est quotient d'une somme direte nie de
fonteurs PV (resp. qu'il se plonge dans une somme direte nie de fonteurs
IV ).
Cette dénition d'objet tf de F est équivalente à la notion atégorique
générale. Pour une présentation détaillée des diérentes notions de nitude utiles
dans l'étude de la atégorie F , nous renvoyons à [Dja℄.
Proposition 1.21. 1. Tout fonteur tf (resp. o-tf) est à valeurs de dimen-
sion nie.
2. Un fonteur est tf si et seulement si son dual est o-tf.
3. Un fonteur ni est tf et o-tf.
4. Un fonteur est o-tf si et seulement s'il est analytique et de sole ni.
1.2 Fonteurs de Weyl et fonteurs simples
L'ation par permutation des fateurs du groupe symétrique Σn sur le fon-
teur n-ième puissane tensorielle T n permet de dérire les objets simples de
la atégorie F à partir de eux des atégories ModF2[Σn], n parourant N. Ce
paragraphe rappelle la desription expliite des simples de F obtenue par ette
approhe, qui passe par l'intermédiaire des fonteurs de Weyl, plus maniables
que les fonteurs simples eux-mêmes.
Notation 1.22. Soit n ∈ N.
 Nous noterons sn : Fn →ModF2[Σn] le fonteur homF (T
n, .), qu'on munit
d'une struture de F2[Σn]-module à droite en faisant agir Σn à gauhe sur
T n.
 Nous noterons rn : ModF2[Σn] → Fn le fonteur − ⊗
F2[Σn]
T n.
Proposition 1.23. Soit n ∈ N.
1. Le fonteur rn est adjoint à gauhe à sn.
2. Les fonteurs rn et sn induisent des équivalenes de atégories réiproques
l'une de l'autre
Fn/Fn−1 ≃ModF2[Σn].
Cette proposition est démontrée dans [Pir95℄.
Nous rappelons maintenant, dans le ontexte de la atégorie F , les déni-
tions et propriétés fondamentales de la théorie des représentations des groupes
symétriques.
Dénition 1.24. 1. Une partition est une suite déroissante λ d'entiers, in-
dexée par N
∗
, qui stationne en 0.
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2. La longueur d'une partition λ est le plus grand entier r, noté l(λ), tel que
λr > 0. Si λ est identiquement nulle, on onvient que l(λ) = 0. Par la
suite, on identiera une partition λ et le n-uplet (λ1, . . . , λn) si n ≥ l(λ).
3. Une partition λ est dite 2-régulière si λi > λi+1 pour 1 ≤ i < l(λ) ; le
orps de base étant xé à F2, nous parlerons par la suite simplement de
partition régulière.
4. Le degré d'une partition λ est l'entier positif |λ| =
∑
i∈N∗
λi. Une partition
de n ∈ N est par dénition une partition de degré n.
5. Soient λ et µ deux partitions de même degré. On notera λ ≤ µ si
∀n ∈ N∗
n∑
i=1
λi ≤
n∑
i=1
µi .
Notation 1.25. Si λ = (λ1, . . . , λr) est un r-uplet d'entiers, on notera Λ
λ
, ou
Λλ1,...,λr , le fonteur
Λλ = Λλ1,...,λr =
⊗
1≤i≤r
Λλi .
Remarque 1.26. La relation ≤ dénit un ordre partiel sur les partitions, appelé
parfois ordre de dominane (f. [Jam78℄,  3).
Remarque 1.27. Soient λ et µ deux partitions de même degré.
 L'assertion λ ≤ µ est équivalente à
∀n ∈ N∗
∑
i≥n
λi ≥
∑
i≥n
µi.
 Si λ ≤ µ, alors l(λ) ≥ l(µ).
Soient i et j deux entiers naturels. Il existe un unique morphisme non nul
Λi⊗Λj → Λi+j , appelé produit, et un unique morphisme non nul Λi+j → Λi⊗Λj ,
appelé oproduit. Ces morphismes sont duaux.
Notation 1.28. 1. Soient i, j et t des entiers tels que 0 ≤ t ≤ j et i ≥ 0. On
note θi,j,t : Λ
i⊗Λj → Λi⊗Λt⊗Λj−t → Λi+t⊗Λj−t la èhe omposée du
oproduit sur le deuxième fateur tensorisé par Λi et du produit sur les
deux premiers fateurs tensorisé par Λj−t. Par auto-dualité des puissanes
extérieures, nous identierons Dθi,j,t à un morphisme Λ
i+t⊗Λj−t → Λi⊗
Λj .
Lorsqu'auune onfusion n'est possible, nous omettrons les indies pour
les morphismes θ et Dθ.
2. Soit λ une partition de longueur r. On note, pour 1 ≤ i ≤ r − 1 et
1 ≤ t ≤ λi+1,
ψi,tλ = Λ
λ1,...,λi−1⊗θλi,λi+1,t⊗Λ
λi+2,...,λr : Λλ → Λλ1,...,λi−1,λi+t,λi+1−t,λi+2,...,λr
puis
ψλ =
⊕
1≤i≤r−1
1≤t≤λi+1
ψi,tλ : Λ
λ →
⊕
1≤i≤r−1
1≤t≤λi+1
Λλ1,...,λi−1,λi+t,λi+1−t,λi+2,...,λr .
9
Dénition 1.29. Soit λ une partition. On dénit le fonteur de Weyl assoié
à λ, noté Wλ, par
Wλ = ker ψλ ⊂ Λ
λ.
Remarque 1.30. Si i ≥ j,
W(i,j) =
⋂
1≤t≤j
ker θi,j,t
et pour une partition λ de longueur quelonque r
Wλ =
r−1⋂
i=1
Λλ1,...,λi−1 ⊗W(λi,λi+1) ⊗ Λ
λi+2,...,λr ⊂ Λλ.
Remarque 1.31. Pour toute partition λ, Wλ est non nul, 'est don un fonteur
homogène de degré |λ|. En revanhe, le fonteur déni par le noyau analogue à
elui qui fournit Wλ est nul sur une suite d'entiers qui n'est pas une partition
(f. [PS98℄).
Dans la suite, on désigne par osole d'un objet le quotient de elui-i par son
radial (intersetion des sous-objets strits maximaux). Au moins sur les objets
nis, le osole est le plus grand quotient semi-simple, 'est don la notion duale
du sole (plus grand sous-objet semi-simple).
Théorème et dénition 1.32 (Objets simples de F). Soit λ une partition
régulière.
1. Le radial de Wλ est donné par
radWλ = Wλ ∩W
⊥
λ
(f. dénition 1.3 et exemple 1.5).
2. Le osole de Wλ est un objet simple de F , appelé fonteur de Shur assoié
à λ et noté Sλ pour n ≥ l(λ)). Celui-i est de degré |λ| ; en partiulier,
Wλ est ohomogène.
3. Les fonteurs de Shur sont auto-duaux.
De plus, les fonteurs de Shur assoiés aux partitions régulières forment un
système omplet de représentants des objets simples de F .
Théorème 1.33. Les fateurs de omposition de Λλ, où λ est une partition de
longueur r de n ∈ N, sont :
1. les Sµ, où µ parourt les partitions régulières de n telles que µ ≥ λ,
2. des simples du type Sµ ave |µ| < n, l(µ) < r, µ1 ≥ λ1 et µr−1 ≤ λr.
En outre, Sλ est fateur de omposition unique de Λ
λ
.
Nous renvoyons le leteur à [PS98℄, [Kuh94b℄ et [Jam78℄ pour les deux résul-
tats préédents. Il pourra également onsulter le hapitre 3 de [Pir95℄ pour une
exposition omplète des résultats fondamentaux sur les objets simples de F .
Notation 1.34. Etant donnés une partition régulière λ et un fonteur F ∈
ObF , nous abrégerons l'assertion Sλ est fateur de omposition (i.e. sous-quotient)
de F en λ ⊢ F .
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2 La division par Λ1 dans F
Cette setion expose les propriétés de base de l'endofonteur (− : Λ1), dit
de division par Λ1, que nous utiliserons pour repérer ertains  bons  fateurs
de ompositions dans des fonteurs onvenables. Les prinipales vertus de e
fonteur sont les suivantes :
 il est exat à droite et possède un omportement agréable vis-à-vis du
produit tensoriel ('est une dérivation) ;
 'est un quotient du fonteur diérene ; si F est un objet ni, (F : Λ1)
ontient les fateurs de omposition de degré maximal de ∆F et supprime
la plupart des fateurs de degré inférieur, rendant son alul plus faile
 ainsi, nous verrons au paragraphe 3.3 que l'on peut aluler aisément
la division par Λ1 d'un fonteur de Weyl, ontrairement à e qui advient
pour le fonteur diérene ;
 le fonteur de division par Λ1 généralise naturellement le fonteur de re-
strition des Σn-modules vers les Σn−1-modules (f. paragraphe 2.3), re-
marque qui rejoint la préédente ;
 ontrairement au fonteur diérene, qui aroît la taille des fonteurs
innis, la division par Λ1 diminue elle des fonteurs de o-type ni.
La prinipale diulté oasionnée par l'emploi de e fonteur, omparé au
fonteur diérene, réside dans son inexatitude. Ainsi, si Y est un sous-quotient
deX , (Y : Λ1) n'est pas forément un sous-quotient de (X : Λ1). Nous utiliserons
don, dans la setion 4, des méthodes de détetion de fateurs de omposition
adaptées à des fonteurs seulement exats à droite.
Signalons que les fonteurs de division ont été introduits par Lannes dans
[Lan92℄ dans le adre de la atégorie des modules instables sur l'algèbre de
Steenrod, intimement liée à F . Dans [Pow98b℄,  3, Powell met en évidene des
liens étroits entre les fonteurs de division onsidérés par Lannes et eux de la
atégorie F .
2.1 Les bifonteurs Hom et (− : −) de F
Proposition et dénition 2.1. Soit F un objet de F .
1. L'endofonteur −⊗ F de F possède un adjoint à droite, noté
Hom(F,−), et appelé fonteur hom interne de soure F . Ce fonteur est
don exat à gauhe.
2. Si F est objet est à valeurs de dimension nie, alors − ⊗ F possède un
adjoint à gauhe, noté (− : F ) et appelé fonteur de division par F . Ce
fonteur est don exat à droite.
Démonstration. Le fonteur − ⊗ F ommute toujours aux olimites ; si F est
à valeurs de dimension nie, il ommute également aux limites. La onlusion
provient don du théorème de Freyd.
On obtient même ainsi des bifonteurs Hom : Fop × F → F et (− : −) :
F × (Fdf )op → F . Ils sont liés par l'isomorphisme naturel de dualité
Hom(F,DG) ≃ D(G : DF ). (4)
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L'isomorphisme (1) de la proposition 1.8 fournit Hom(PV ,−) ≃ ∆V , tandis
que l'isomorphisme (2) du orollaire 1.9 donne (− : IV ) ≃ ∆V .
On en déduit en partiulier que les fonteurs hom internes et de division
ommutent aux fonteurs diérene et de déalage ; de plus, si F est un fonteur
de type ni (resp. de o-type ni), alors Hom(F,−) (resp. (− : F )) onserve
Fdf et les objets de tf (resp. de o-tf), puisque F est un quotient d'une somme
direte nie de PV (resp. un sous-objet d'une somme direte nie de IV ).
Proposition 2.2. Soient X un objet de F et A un objet homogène de degré
k. Pour tout entier n, il existe un isomorphisme naturel Hom(A, pn(X)) ≃
pn−k(Hom(A,X)).
Démonstration. C'est une onséquene formelle de l'adjontion entre pn et in et
de l'isomorphisme naturel pn(A⊗B) ≃ A⊗ pn−k(B) (f. proposition/dénition
1.14).
Nous terminons es généralités par une propriété relative aux fonteurs ex-
ponentiels, qui onstituent un outil très ommode pour mener à bien des aluls
sur des produits tensoriels dans F (f. [FFSS99℄ et [Fra96℄).
Dénition 2.3 (Fonteurs exponentiels). On appelle fonteur exponentiel
gradué toute suite (En)n∈N d'objets de F
df
telle qu'il existe des isomorphismes
En(V ⊕W ) ≃
⊕
i+j=n
Ei(V )⊗ Ej(W )
naturels en les objets V et W de Ef .
Exemple 2.4. Les fonteurs (Λn)n∈N, (S
n)n∈N et (Γ
n)n∈N sont exponentiels
gradués.
Proposition 2.5. Soient (En)n∈N un fonteur exponentiel gradué, A et B deux
objets de F . On a des isomorphismes naturels
Hom(En, A⊗B) ≃
⊕
i+j=n
Hom(Ei, A)⊗Hom(Ej , B)
et
(A⊗B : En) ≃
⊕
i+j=n
(A : Ei)⊗ (B : Ej) .
Démonstration. Un argument de dualité permet de ne traiter que le premier
as.
La struture exponentielle de E fournit, pour i + j = n, un morphisme
En → Ei ⊗ Ej (oproduit), d'où un morphisme naturel
Hom(Ei, A)⊗Hom(Ej , A)⊗En → (Hom(Ei, A)⊗Ei)⊗ (Hom(Ej , A)⊗Ej)
→ A ⊗ B, où la dernière èhe est le produit tensoriel des deux morphismes
prourés par la oünité. Par adjontion, on en déduit un morphisme naturel
⊕
i+j=n
Hom(Ei, A)⊗Hom(Ej , B)→ Hom(En, A⊗B) ,
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dont nous allons voir que 'est un isomorphisme.
L'assertion analogue pour hom est démontrée, par exemple, dans [FFSS99℄.
Le as général s'en déduit via les isomorphismes naturels
Hom(F,G)(V ) ≃ hom(PV ,Hom(F,G)) ≃ hom(PV ⊗ F,G) ≃ hom(F,∆V G)
et la ommutation des fonteurs ∆V au produit tensoriel.
2.2 Propriétés générales des fonteurs (− : Λ1) etHom(Λ1,−)
Nous exposons dans ette setion quelques propriétés générales des endo-
fonteurs Hom (Λ1,−) et (− : Λ1) de F , qui jouent un rle partiulier parmi
tous les fonteurs hom internes et de division par un objet ni. Ces fonteurs
sont duaux : il existe un isomorphisme
D(F : Λ1) ≃ Hom (Λ1, DF ) (5)
naturel en l'objet F de F grâe à l'isomorphisme (4), puisque le fonteur Λ1 est
auto-dual.
Proposition 2.6. Les endofonteurs Hom (Λ1,−) et (− : Λ1) de F sont des
dérivations en e sens qu'on a des isomorphismes
Hom (Λ1, F ⊗G) ≃ (Hom (Λ1, F )⊗G)⊕ (F ⊗Hom (Λ1, G))
et
(F ⊗G : Λ1) ≃
(
(F : Λ1)⊗G
)
⊕
(
F ⊗ (G : Λ1)
)
naturels en les objets F et G de F .
Démonstration. Cela résulte de la proposition 2.5.
Dans la suite, nous noterons souvent (F ⊗G : Λ1)։ (F : Λ1)⊗G sans plus
de préision la projetion naturelle déduite de ette proposition.
L'isomorphisme naturel ∆(F ⊗G) ≃ (F ⊗∆G)⊕ (∆F ⊗G) ⊕ (∆F ⊗∆G)
est à omparer à la proposition 2.6.
Lemme 2.7. Soit F un fonteur polynomial non nul de degré d. Il existe un
morphisme non nul de F vers T d.
Démonstration. Le fonteur∆dF est non nul, et onstant pare que∆d+1F = 0,
don il existe un morphisme non nul de F vers I¯⊗d, par adjontion. Comme
degF ≤ d, e morphisme est à valeurs dans le sous-objet pd(I¯
⊗d) ≃ T d de I¯⊗d,
d'où le lemme.
Lemme 2.8. Si F est un fonteur ni tel que F (0) = 0 et (F : Λ1) = 0, alors
F = 0.
Démonstration. On a hom (F, T n) ≃ hom ((F : Λ1), T n−1) = 0 pour tout n ∈
N
∗
. On onlut par le lemme préédent.
Proposition 2.9. Soit X ∈ ObF . Le fonteur (X : Λ1) est nul si et seulement
si ∆nX est sans quotient ni non nul pour tout n ∈ N.
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Démonstration. Supposons (X : Λ1) = 0. Le lemme préédent et l'exatitude
à droite de (− : Λ1) impliquent que X¯ n'a pas de quotient ni non nul. La
ommutation de (− : Λ1) et ∆n montre alors qu'il en est de même pour les
∆nX.
Réiproquement, si les ∆nX sont sans quotient ni non nul, il en est de
même des ∆VX (V ∈ ObE
f
), don (X : Λ1)(V )∗ ≃ hom((X : Λ1), IV ) ≃
hom(X,Λ1 ⊗ IV ) ≃ hom(∆VX,Λ
1) = 0, e qui ahève la démonstration.
Cette proposition fournit les importants orollaires suivants.
Corollaire 2.10. Soit F un fonteur ni non onstant. Le fonteur (F : Λ1)
est ni et non nul ; de plus, deg (F : Λ1) = degF − 1.
Corollaire 2.11. Pour tout fonteur injetif de o-type ni X de F , on a
(X : Λ1) = 0.
Démonstration. Le fonteur I¯ n'a pas de quotient ni non nul, omme il résulte
par exemple du théorème 7.8 de [Kuh94b℄, don un fonteur injetif o-tf n'a
pas de quotient ni non onstant. Comme le fonteur diérene ∆ préserve les
objets injetifs o-tf, la proposition 2.9 donne la onlusion.
Corollaire 2.12. Si X est un objet injetif o-tf de F , les endofonteurs −⊗X
et (− : Λ1) de F ommutent à isomorphisme anonique près.
Démonstration. Il s'agit d'une onséquene de la proposition 2.6 et du orollaire
2.11.
La propriété suivante des fonteurs (− : Λ1) et Hom (Λ1,−) s'avère fonda-
mentale pour eetuer des aluls sur des fonteurs nis.
Proposition 2.13. On a des suites exates naturelles en F ∈ ObF
0→ Hom (Λ1, F )
αF−−→ ∆F → ∆2F (6)
et
∆2F → ∆F
βF
−−→ (F : Λ1)→ 0 . (7)
De plus, si l'on note υF = βFαF : Hom (Λ
1, F ) → (F : Λ1), on a les
résultats suivants.
1. Si F est de degré n, alors
ker βF ⊂ pn−2(∆F ) et ker υF ⊂ pn−2(Hom (Λ
1, F )) ≃ Hom (Λ1, pn−1F ).
2. Si F est homogène, υF est injetif.
3. Si F est ohomogène, υF est surjetif.
4. Si F est homogène et ohomogène de degré n, Hom (Λ1, F ) et (F : Λ1), qui
sont naturellement isomorphes via υF , s'identient à p
hom
n−1(∆F ), qui est
fateur diret de ∆F , où la notation phomk est dénie dans la proposition
1.15 par (3).
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Démonstration. On utilise la suite exate usuelle
0→ Λ1 → I¯ → I¯⊗2
déduite de l'isomorphisme p1(I¯) ≃ Λ
1
 f. [Kuh94a℄, lemme 4.12 et sa duale
P¯⊗2 → P¯ → Λ1 → 0
pour obtenir les suites exates (7) et (6). L'assertion (1) déoule ensuite de la
proposition 2.2 et de e que deg∆2F = degF − 2 si et entier est positif, −∞
sinon ; (2) en résulte et (3) se déduit de (2) par dualité.
Si F est homogène et ohomogène, υF est un isomorphisme par (2) et (3),
d'où le sindement ∆F ≃ Hom (Λ1, F )⊕ ker βF , par dénition de υF . Comme
ker bF ⊂ pn−2(∆F ) et Hom (Λ
1, F ) ∩ pn−2(∆F ) = 0, puisque Hom (Λ
1, F )
est homogène, la omposée Hom (Λ1, F ) →֒ ∆F ։ phomn−1(∆F ) est un isomor-
phisme, e qui ahève de prouver (4).
Corollaire 2.14. Soit λ = (λ1, . . . , λr) une suite nie d'entiers. Les fonteurs
Hom (Λ1,Λλ) et (Λλ : Λ1) sont isomorphes à
⊕
1≤i≤r
Λλ
−
i
.
Démonstration. Le orollaire 2.6 montre qu'il sut de vérier l'assertion pour
r = 1, auquel as elle déoule de la dernière assertion de la proposition préé-
dente, ompte-tenu de ∆Λn = Λn−1.
Nous terminons ette setion par un alul expliite élémentaire.
Exemple 2.15. Nous allons déterminer Hom (Λ1, pnI¯) et (pnI¯ : Λ
1). Par le
lemme 4.12 de [Kuh94a℄, on a pour tout n ∈ N une suite exate
0→ pn−1I → pnI → Λ
n → 0.
De plus, Λk est le osole de pkI¯, de sorte que, par la proposition préédente,
υpk I¯ est surjetif. On a aussi des morphismes pn−1I ⊗ Λ
1 an−−→ pnI¯, obtenus en
appliquant pn à l'unique morphisme non nul I⊗Λ
1 → I¯, tels que les diagrammes
suivants ommutent :
pn−1I ⊗ Λ
1
an

  // pnI ⊗ Λ1
an+1

// // Λn ⊗ Λ1

pnI¯
  // pn+1 I¯ // // Λn+1
On en déduit par adjontion des morphismes pn−1I
bn−→ Hom (Λ1, pnI¯)
faisant ommuter les diagrammes
pn−1I
bn

  // pnI
bn+1

// // Λn
Hom (Λ1, pnI¯)
  // Hom (Λ1, pn+1I¯) // Hom (Λ1,Λn+1).
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On note enn cn le morphisme (pnI¯ : Λ
1)։ (Λn : Λ1) = Λn−1.
Nous allons montrer, par réurrene sur n ∈ N, que les èhes bn et cn sont
des isomorphismes et le diagramme suivant ommute.
Hom (Λ1, pnI¯)
υpnI

pn−1I
≃
bn
oo

(pnI¯ : Λ
1)
≃
cn
// Λn−1
Pour n = 0, l'assertion est évidente. Pour déduire l'assertion pour n+ 1 de
l'assertion pour n, on onsidère le diagramme ommutatif aux lignes exates
suivant.
pn−1I
  //
bn ≃

pnI // //
bn+1

Λn
Hom (Λ1, pnI¯)
  //
υpnI¯

Hom (Λ1, pn+1I¯) //
υpn+1I¯

Hom (Λ1,Λn+1)
(pnI¯ : Λ
1)
cn ≃

// (pn+1I¯ : Λ1)
cn+1 // // Λn
Λn−1
La ommutation du arré en bas à droite entraîne que la èhe horizontale
entrale de droite est surjetive, e qui permet de onlure quant àHom (Λ1, pn+1I¯)
en appliquant le lemme des inq à la partie supérieure du diagramme. Il sut
don d'établir la nullité de la èhe (pnI¯ : Λ
1) → (pn+1I¯ : Λ
1) induite par
l'inlusion. Son image est de degré au plus n− 1 et sans terme onstant (pour
n = 1, ela vient de e que la suite exate 0 → Λ1 → p2I¯ → Λ
2 → 0 est non
sindée ; sinon ela déoule de l'hypothèse de réurrene), mais 'est aussi un
quotient de Hom (Λ1, pn+1I¯) ≃ pnI ; du fait que pnI¯ est ohomogène de degré
n (son osole étant Λn), ela entraîne la nullité de ladite image.
2.3 Liens formels ave les représentations des groupes symétriques
Nous expliitons à présent en quoi les fonteurs (− : Λ1), Hom(Λ1,−) et
∆ onstituent des généralisations du fonteur de restrition pour les représen-
tations des groupes symétriques. Cela fait l'objet de la proposition 2.17. La
proposition 2.18 montrera qu'en un ertain sens, le fonteur de division par Λ1
onstitue une meilleure généralisation que ses homologues de la proposition 2.17.
Convention 2.16. Dans e paragraphe, n désigne un entier naturel. On notera
Res : ModF2[Σn] → ModF2[Σn−1] le fonteur de restrition des salaires et
Ind : ModF2[Σn−1] →ModF2[Σn] le fonteur d'indution.
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Les fonteurs rn et sn apparaissant i-après sont eux de la notation 1.22.
Proposition 2.17. Pour tout entier n, le diagramme
Fn
sn

(−:Λ1) // Fn−1
sn−1

ModF2[Σn]
Res //ModF2[Σn−1]
(8)
ommute à isomorphisme naturel près.
La même assertion vaut en remplaçant (− : Λ1) par Hom(Λ1,−) ou ∆.
Démonstration. On établit l'assertion relative à Hom(Λ1,−). Les autres s'en
déduisent par la proposition 2.13.
Grâe aux adjontions de la proposition 1.23 et entre Res et Ind, il sut de
montrer que le diagramme
Fn Fn−1
−⊗Λ1oo
ModF2[Σn]
rn
OO
ModF2[Σn−1]
rn−1
OO
Ind
oo
ommute à isomorphisme naturel près.
En eet, les propriétés d'assoiativité du produit tensoriel prourent dans F
un isomorphisme
(M ⊗
F2[Σn−1]
F2[Σn]) ⊗
F2[Σn]
T n ≃ (M ⊗
F2[Σn−1]
T n−1)⊗ Λ1
naturel en l'objet M de ModF2[Σn−1].
Proposition 2.18. Pour tout entier n, le diagramme
ModF2[Σn]
Res //
rn

ModF2[Σn−1]
rn−1

Fn
(−:Λ1) // Fn−1
(9)
ommute à isomorphisme naturel près.
Démonstration. La tensorisation par Λ1 proure un monomorphisme Σn−1-
équivariant hom (T n−1, F ) →֒ hom (T n, F ⊗ Λ1) naturel en l'objet F de Fn−1.
C'est un isomorphisme ar l'appliation linéaire sous-jaente est inverse des iso-
morphismes d'espaes vetoriels
sn(F ⊗ Λ
1) = homF (T
n, F ⊗ Λ1) ≃ hom ((T n : Λ1), F )
≃ hom (T n−1, F )⊕n ≃ Ind(sn−1(F )).
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Ainsi, le diagramme
ModF2[Σn] ModF2[Σn−1]
Indoo
Fn
sn
OO
Fn−1
−⊗Λ1
oo
sn−1
OO
ommute à isomorphisme naturel près.
La ommutativité du diagramme (9) s'en déduit par adjontion.
Exemple 2.19. En prenant M = F2, on obtient (S
n : Λ1) ≃ Sn−1. Dualement,
on a Hom (Λ1,Γn) ≃ Γn−1.
On peut montrer que (Γn : Λ1) ≃
⊕
i∈N
Γn−2
i
, et don Hom (Λ1, Sn) ≃
⊕
i∈N
Sn−2
i
dualement ; ela illustre la néessité de l'hypothèse d'homogénéité et
de ohomogénité dans la proposition 2.13 (4).
3 Compléments sur les fonteurs de Weyl
Les onsidérations générales de la setion préédente méritent d'être ap-
pliquées aux fonteurs  onrets  introduits au paragraphe 1.2, an d'appréhen-
der le omportement du fonteur de division par Λ1 en termes de fateurs de
omposition. C'est e à quoi s'emploie le paragraphe 3.3.
Après des aluls préliminaires, nous donnons, au  3.2, un résultat sur les
fateurs de omposition de ertains fonteurs de Weyl qui permettront, dans la
setion 4, de leur appliquer eaement des raisonnements utilisant le fonteur
(− : Λ1). Il s'agit d'éviter que le fateur de omposition Sλ−r de (Wλ : Λ
1) puisse
déjà être fateur de omposition de (radWλ : Λ
1).
3.1 Quelques lemmes tehniques
Nous ommençons par donner la dénition et les propriétés de base de mor-
phismes qui joueront un rle important dans le paragraphe suivant.
Notation 3.1. Pour i ≥ j ≥ 1, nous noterons Πi,j et Π
′
i,j les endomorphismes
de Λi ⊗ Λj donnés respetivement par les ompositions suivantes.
Πi,j = Λ
i ⊗ Λj
Dθ
−−→ Λi−1 ⊗ Λj+1
θ
−→ Λi ⊗ Λj
Π′i,j = Λ
i ⊗ Λj
θ
−→ Λi+1 ⊗ Λj−1
Dθ
−−→ Λi ⊗ Λj
Lemme 3.2. 1. Pour k + l ≤ j, on a
θi+k,j−k,lθi,j,k =
(k + l)!
k! l!
· θi,j,k+l .
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2. Pour i ≥ j ≥ 1, on a Πi,j +Π
′
i,j = (i+ j) id.
3. Soient i, j, k, t, u des entiers positifs, ave j ≥ t+u. Le diagramme suivant
est ommutatif.
Λi,j,k
θ⊗id //
id⊗Dθ

Λi+t,j−t,k
id⊗Dθ

Λi,j−u,k+u
θ⊗id // Λi+t,j−t−u,k+u
Démonstration. Ces aluls sont analogues ; établissons par exemple (2). Soient
V un espae vetoriel de dimension nie et a1, . . . , ai; b1, . . . , bj des éléments de
V . Si P = {t1 < · · · < tk} est une partie de i = {1, . . . , i}, notons a
∧P
pour
at1 ∧ · · · ∧ atk . On a
Dθi−1,j+1,1(V )(a
∧i ⊗ b∧j) =
i∑
k=1
a∧{k}
c
⊗ (b∧j ∧ ak)
où l'exposant c indique le omplémentaire ensembliste ; puis
Πi,j(V )(a
∧i ⊗ b∧j) =
i∑
k=1
(
a∧i ⊗ b∧j +
j∑
l=1
(a∧{k}
c
∧ bl)⊗ (b
∧{l}c ∧ ak)
)
.
De même
Π′i,j(V )(a
∧i ⊗ b∧j) =
j∑
l=1
(
a∧i ⊗ b∧j +
i∑
k=1
(a∧{k}
c
∧ bl)⊗ (b
∧{l}c ∧ ak)
)
,
d'où l'assertion (2).
Proposition 3.3. Soient i ≥ j ≥ 1 des entiers.
1. Supposons i− j impair :
(a) Πi,j et Π
′
i,j sont deux projeteurs dont la somme est l'identité ;
(b) imΠi,j = kerΠ
′
i,j = im θi−1,j+1,1 = ker θi,j,1 ⊃W(i,j) ;
() imΠ′i,j = kerΠi,j = imDθi,j,1 = kerDθi−1,j+1,1.
2. Supposons i − j pair. Alors Πi,j = Π
′
i,j a une image dont les fateurs de
omposition sont du type S(i+t,j−t) ave 1 ≤ t ≤ j.
Démonstration. Le point (1) du lemme 3.2 montre que l'on a toujours Π′i,jΠi,j =
0. Combiné ave le point (2) de e même lemme, e fait implique (1a).
On a ensuite imΠi,j ⊂ im θi−1,j+1,1, et kerΠ
′
i,j ⊃ ker θi,j,1 ⊃ W(i,j), d'où
l'on déduit (1b) via (1a) et l'égalité ker θi,j,1 = im θi−1,j+1,1 (valable ar i > j)
déduite de la proposition 1.3.1 de [Fra96℄.
L'assertion (1) se prouve de façon analogue.
Pour le point (2), on utilise le point (2) du lemme 3.2 et le fait que les
fateurs de omposition de Λi+1⊗Λj−1, dont imΠ′i,j est un sous-quotient, sont
les S(i+t,j−t) pour 1 ≤ t ≤ j.
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Les autres résultats tehniques dont nous aurons besoin se démontrent très
failement à l'aide de la notion lassique suivante. Ils interviendront dans la
setion 5.
Dénition 3.4. Soient V ∈ Ob Ef et λ une partition de longueur r.
1. Soient v1, . . . , vλ1 des éléménts de V . L'élément semi-standard assoié à λ
et v1, . . . , vλ1 est l'élément de Λ
λ(V ) déni par
sstλ (v1, . . . , vλ1) =
r⊗
i=1
(v1 ∧ · · · ∧ vλi).
2. Soient ai,j (1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ λi) des éléments de V . L'élément standard
assoié à λ et (ai,j) est l'élément de Λ
λ(V ) déni par
gst
(
(ai,j)
)
=
∑
σ∈Rλ
r⊗
i=1
(
aσ(i,1) ∧ · · · ∧ aσ(i,λi)
)
où Rλ désigne le groupe des permutations de l'ensemble {(i, j) | 1 ≤ i ≤
r, 1 ≤ j ≤ λi} laissant invariante la deuxième omposante.
Proposition 3.5. Soient V ∈ ObEf et λ une partition.
1. L'espae vetoriel Wλ(V ) est le sous-espae de Λ
λ(V ) engendré par les
éléments semi-standard sstλ (v1, . . . , vλ1) pour v1, . . . , vλ1 ∈ V .
2. Si λ est régulière, Wλ(V ) est le sous-espae de Λ
λ(V ) engendré par les
éléments standard.
Cette propriété, pour laquelle nous renvoyons à [Jam78℄ (f. aussi [PS98℄,
 2, pour le as de F), permet de simplier de façon appréiable ertains aluls
sur les fonteurs de Weyl.
Lemme 3.6. Soient i, j, t des entiers naturels tels que i ≥ j ; notons τ : Λi ⊗
Λj → Λj ⊗ Λi l'isomorphisme d'éhange des deux fateurs du produit tensoriel.
La restrition à W(i,j) de Λ
i ⊗ Λj
τ
−→ Λj ⊗ Λi
θj,i,i−j
−−−−→ Λi ⊗ Λj oïnide ave
l'identité.
Démonstration. Un alul immédiat montre en eet que le morphisme θ ◦ τ ne
modie pas les éléments semi-standard.
Proposition 3.7. Soient r ∈ N∗ et λ une partition régulière de longueur r ou
r − 1. Notons jλ,r le morphisme
Λλ ⊗ Λr →֒ Λλ ⊗ T r ≃
r⊗
i=1
(Λλi ⊗ Λ1)
⊗
i
θλi,1,1
−−−−−−→ Λ(λ1+1,...,λr+1) .
On a jλ,r(Wλ ⊗ Λ
r) = W(λ1+1,...,λr+1).
Démonstration. Cela résulte de la proposition 3.5 et du alul suivant : si les
ai,j (1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ λi + 1) sont des éléments d'un espae vetoriel V , on a
jλ,r(V )
(
gst
(
(ai,j)j≤λi
)
⊗ (a1,λ1+1 ∧ · · · ∧ ar,λr+1)
)
= gst
(
(ai,j)
)
.
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Notation 3.8. Soient λ1 > · · · > λr ≥ 0 et n ≥ 0 des entiers. On pose
λ+i = (λ1 + i . . . , λr + i). On dénit par réurrene une èhe
Λλ ⊗ T n(Λr)
jnλ−→ Λλ+n par j0λ = id et
jnλ = Λ
λ ⊗ Λr ⊗ T n−1(Λr)
jλ,r⊗T
n−1(Λr)
−−−−−−−−−−→ Λλ+1 ⊗ T n−1(Λr)
jn−1
λ+1
−−−→ Λλ+n
si n > 0.
On déduit de la proposition 3.7 le résultat suivant.
Corollaire 3.9. Soient λ1 > · · · > λr ≥ 0 et n ≥ 0 des entiers.
 Il existe un unique morphisme wλ1,...,λrn : Λ
λ ⊗ Λn(Λr) → Λλ+n tel que le
diagramme suivant ommute.
Λλ ⊗ T n(Λr)
jnλ //

Λλ+n
Λλ ⊗ Λn(Λr)
wλ1,...,λrn
88r
r
r
r
r
 On a wλ1,...,λrn
(
Wλ ⊗ Λ
n(Λr)
)
=Wλ+n .
 Pour i > j > t > 0, le diagramme suivant ommute.
Λi ⊗ Λj ⊗ Λn(Λ3)
θ⊗id //
wi,j,0n

Λi+t ⊗ Λj−t ⊗ Λn(Λ3)
wi+t,j−t,0n

Λi+n ⊗ Λj+n ⊗ Λn
θ⊗id // Λi+t+n ⊗ Λj−t+n ⊗ Λn
3.2 Partitions Weyl-séparantes
Notation 3.10. Soit λ = (λ1, . . . , λr) un r-uplet d'entiers et 1 ≤ i ≤ r. On
dénit λ−i (resp. λ
+
i ) par (λ
−
i )j = λj si j 6= i et (λ
−
i )i = λi−1 (resp. (λ
+
i )j = λj
si j 6= i et (λ+i )i = λi + 1).
Pour alléger es notations, nous simplierons des éritures du type (λ+a )
−
b en
λ+,−a,b .
Dénition 3.11. On dit qu'une partition λ de longueur r est :
 Weyl-séparante (ouW-séparante) s'il n'existe pas de partition régulière
µ de |λ| telle que µ ≤ λ+,−1,r et µ ⊢ radWλ,
 alternée si λi − λi+1 est impair pour 1 ≤ i < r.
On notera qu'une partition alternée est toujours régulière.
Intuitivement, une partition régulière λ est Weyl-séparante si le fonteur
de Weyl assoié n'a pas de fateur de omposition  prohe mais distint de
Sλ. Cette notion sera fort utile pour déteter ertains fateurs de omposition,
omme nous le verrons dans la setion 4.
Le but de e paragraphe est d'établir qu'une partition alternée est Weyl-
séparante. Cette propriété, analogue aux onsidérations de [Jam78℄,  24, fournira
tous les as de Weyl-séparation dont nous aurons besoin.
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Lemme 3.12. Soit λ une partition régulière de longueur r. La partition λ est
W-séparante si et seulement s'il n'existe pas de partition régulière µ de |λ| telle
que λ ≤ µ ≤ λ+,−1,r et
µ ⊢Wλ ∩
∑
1≤i≤r−1
imDψi,1λ
où l'on emploie le morphisme ψi,tλ de la notation 1.28.
Démonstration. On utilise le théorème 1.32 (1), en notant que si µ est une
partition régulière de |λ| telle que µ ⊢ Λλ1,...,λi−1,λi+t,λi+1−t,λi+2,...,λr pour un
1 ≤ i ≤ r − 1 et un 2 ≤ t ≤ λi+1, alors µ n'est pas inférieure à λ
+,−
1,r grâe au
théorème 1.33.
Notation 3.13. Soit L une F2-algèbre assoiative et unitaire. Nous noterons,
dans e paragraphe, [a, b] = aba+ bab pour (a, b) ∈ L2.
Remarque 3.14. Il s'agit d'une notation ad ho valable uniquement dans e
paragraphe. Elle est motivée par le fait que e  rohet  joue intuitivement le
même rle qu'un ommutateur usuel sur les endomorphismes que l'on onsidère
dans la démonstration de la proposition 3.17 i-après.
Lemme 3.15. 1. Si a et b sont deux idempotents de L, on a [1+ a, 1+ b] =
[a, b].
2. Soient k ∈ N∗, u0, . . . , uk des éléments de L tels que uiuj = ujui si
|i−j| ≥ 2, v = uk . . . u1 et I l'idéal bilatère de L engendré par les [ui−1, ui]
(1 ≤ i ≤ k). Alors vu0v ∈ I + Lu0.
Démonstration. L'assertion (1) provient du alul suivant :
(1 + a)(1 + b)(1 + a) = 1 + a+ b+ ab+ ba+ aba,
et (1 + b)(1 + a)(1 + b) = 1 + a+ b+ ab+ ba+ bab.
Pour l'assertion (2), on raisonne par réurrene sur k. Le as k = 1 provient
de e que u1u0u1 = [u0, u1] + u0u1u0, le as k = 2 de e que
u2u1u0u2u1 = u2u1u2u0u1 = [u1, u2]u0u1 + u1u2u1u0u1
= [u1, u2]u0u1 + u1u2[u0, u1] + u1u2u0u1u0.
On a don, en supposant maintenant k > 2,
uk . . . u1u0uk . . . u1 = (uk . . . u2)u1u0(uk . . . u2)u1
= [u1, uk . . . u2]u0u1 + u1uk . . . u2[u0, u1] + u1uk . . . u2u0u1u0 .
Or l'hypothèse de réurrene montre que [u1, uk . . . u2] ∈ I + Lu1. Par on-
séquent,
uk . . . u1u0uk . . . u1 ∈ I + Lu1u0u1 + Lu0 ,
e qui permet de onlure grâe au as k = 1 (qui montre que u1u0u1 ∈ I +
Lu0).
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Lemme 3.16. Etant donnée une partition alternée (i, j, k) de longueur 3, no-
tons A (resp. B) le projeteur (f. proposition 3.3) Πi,j ⊗ Λ
k
(resp. Λi ⊗ Πj,k)
de Λi⊗Λj⊗Λk. Ave la notation du lemme préédent, l'image de [A,B] n'a pas
de fateur de omposition Sλ si λ est une partition régulière de i + j + k telle
que λ ≤ (i + 1, j, k − 1).
Démonstration. D'après l'assertion (1) du lemme préédent, [A,B] = [A′, B′]
où A′ = Π′i,j ⊗ Λ
k
et B′ = Λi ⊗ Π′j,k. Il sut don de montrer que les deux
endomorphismes A′B′A′ et B′A′B′ ont une image sans fateur de omposition
du type indiqué dans l'énoné. Considérons pour ela le diagramme suivant.
Λi,j,k
θ⊗id //
A′ %%LL
LL
LL
LL
LL
Λi+1,j−1,k
Dθ⊗id

id⊗θ // Λi+1,j,k−1
Dθ⊗id

Πi+1,j⊗id
''NN
NN
NN
NN
NN
N
Λi,j,k
id⊗θ //
B′ ''NN
NN
NN
NN
NN
N
Λi,j+1,k−1
θ⊗id
//
id⊗Dθ

Λi+1,j,k−1
id⊗Dθ

Λi,j,k
θ⊗id //
A′ ''NN
NN
NN
NN
NN
N
Λi+1,j−1,k
Dθ⊗id

Λi,j,k
Il ommute (les triangles, par dénition des èhes obliques, et les arrés par
la propriété (3) du lemme 3.2), don l'image de A′B′A′ est un sous-quotient de
l'image de Πi+1,j ⊗ Λ
k−1
.
On établit de même que l'image de B′A′B′ est un sous-quotient de l'image
de Λi+1 ⊗Πj,k−1.
Pour onlure, on utilise le point (2) de la proposition 3.3 et le théorème
1.33 : ils montrent que les fateurs de omposition de degré i + j + k de es
images sont assoiés à des partitions supérieures à (i + 2, j − 1, k − 1) dans le
premier as, et à (i + 1, j + 1, k − 2) dans le seond.
Proposition 3.17. Une partition alternée est W-séparante.
Démonstration. Soit λ une partition alternée de longueur r. On dénit des en-
domorphismes de Λλ par
pi = Λ
λ1,...,λi−1 ⊗Πλi,λi+1 ⊗Λ
λi+2,...,λr (1 ≤ i ≤ r− 1) et P =
r−1∏
i=1


r−i∏
j=1
pr−j

 .
Par l'assertion (1) de la proposition 3.3, imDψi,1 = im (1 + pi). Comme
l'image de haun des projeteurs pi ontient Wλ (utiliser l'assertion (1b) de la
proposition 3.3), on en déduit
Wλ ∩
∑
1≤i≤r−1
imDψi,1 ⊂
∑
1≤i≤r−1
imP (1 + pi) .
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Il sut don d'établir, grâe au lemme 3.12, que Sµ n'est fateur de om-
position d'auune des images des P (1 + pi) si µ est une partition régulière de
|λ| telle que λ ≤ µ ≤ λ+,−1,r . Pour ela, on note que pi et pj ommutent si
|i− j| ≥ 2, de sorte que P (1+ pi) appartient à l'idéal bilatère de EndΛ
λ
engen-
dré par pr−1 . . . pi+1pipr−1 . . . pi+1(1 + pi). On applique ensuite l'assertion (2)
du lemme 3.15 pour obtenir que P (1+ pi) appartient à l'idéal bilatère engendré
par les [pj , pj+1], puisque pi(1 + pi) = 0. Le lemme 3.16, ombiné au théorème
1.33, permet alors de onlure.
3.3 Division par Λ1 des fonteurs de Weyl
Nous donnons dans ette sous-setion quelques résultats de base sur la divi-
sion par Λ1 des fonteurs de Weyl. Ces résultats joueront un rle fondamental
pour la détetion de fateurs de omposition à l'aide du fonteur (· : Λ1) ; de
fait, on ne dispose pratiquement d'auun autre renseignement sur la division
par Λ1 d'un fonteur simple que eux que l'on déduit grossièrement du as des
fonteurs de Weyl.
Proposition 3.18. Soit λ une partition régulière de longueur r de n.
1. Les morphismes υWλ : Hom(Λ
1,Wλ)→ (Wλ : Λ
1) et
υSλ : Hom(Λ
1, Sλ)→ (Sλ : Λ
1) sont des isomorphismes.
2. Si µ est une partition régulière telle que µ ⊢ (Wλ : Λ
1), on a :
 soit |µ| = n− 1 et µ ≥ λ−1 ,
 soit |µ| < n− 1, l(µ) < r, µ1 ≥ λ1 et µr−1 ≤ λr.
Démonstration. Le fonteur Wλ est homogène ar inlus dans Λ
λ
, et oho-
mogène par le théorème/dénition 1.32. La proposition 2.13 fournit don le
premier point. On en déduit
(Sλ : Λ
1)և (Wλ : Λ
1) ≃ Hom(Λ1,Wλ) →֒ Hom(Λ
1,Λλ).
On onlut en appliquant le orollaire 2.14 et le théorème 1.33.
Remarque 3.19. Le morphisme υWλ n'est pas forément un isomorphisme lorsque
λ est une partition non régulière (f. remarque 3.23).
Remarque 3.20. L'hypothèse de la seonde assertion de la proposition 3.18 est
en partiulier satisfaite si µ ⊢ (Sλ : Λ
1).
Préisons ette proposition par l'analogue suivant du théorème de branhe-
ment de James pour la restrition des modules de Speht en théorie des représen-
tations du groupe symétrique (f. [Jam78℄) ; le seul ingrédient nouveau par rap-
port à la théorie des représentations est la proposition 2.13. Nous donnons une
démonstration direte fondée sur le lemme alulatoire simple suivant.
Lemme 3.21. Soient i, j, t des entiers positifs tels que t ≤ j. Le morphisme
(Λi−1 ⊗ Λj)⊕ (Λi ⊗ Λj−1) ≃ (Λi ⊗ Λj : Λ1)
(θi,j,t:Λ
1)
−−−−−−→ (Λi+t ⊗ Λj−t : Λ1)
≃ (Λi+t−1 ⊗ Λj−t)⊕ (Λi+t ⊗ Λj−t−1)
vérie les propriétés suivantes :
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 sa omposante Λi−1 ⊗ Λj → Λi+t−1 ⊗ Λj−t est égale à θi−1,j,t,
 sa omposante Λi−1 ⊗ Λj → Λi+t ⊗ Λj−t−1 est nulle,
 sa omposante Λi ⊗ Λj−1 → Λi+t ⊗ Λj−t−1 est égale à θi,j−1,t.
Démonstration. Par adjontion, il s'agit de vérier la ommutativité des dia-
grammes suivants :
Λ1 ⊗ Λi−1 ⊗ Λj
Dθ⊗id //
Λ1⊗θ

Λi ⊗ Λj
θ

Λ1 ⊗ Λi+t−1 ⊗ Λj−t
Dθ⊗id// Λi+t ⊗ Λj−t
pour les deux premières omposantes onsidérées, ar on peut remplaer (− : Λ1)
par Hom(Λ1,−) grâe à la proposition 3.18, et
Λi ⊗ Λj
θ

id⊗Dθ // Λi ⊗ Λj−1 ⊗ Λ1
θ⊗Λ1

Λi+t ⊗ Λj−t
id⊗Dθ // Λi+t ⊗ Λj−t−1 ⊗ Λ1
pour la dernière.
On onlut maintenant grâe à l'assertion 3 du lemme 3.2.
Proposition 3.22. Soit λ une partition régulière de longueur r. Il existe une
ltration 0 = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fr = (Wλ : Λ
1) telle que Fi/Fi−1 ≃ Wλ−
i
pour
0 < i ≤ r .
Préisément, Fi est donné par le diagramme ommutatif artésien d'inlu-
sions
Fi
  //
 _


⊕
1≤j≤i
Λλ
−
j
 _

(Wλ : Λ
1)
  // (Λλ : Λ1).
Démonstration. La proposition 3.18 permettant de remplaer (− : Λ1) par
Hom(Λ1,−), qui est exat à gauhe, le lemme préédent permet de onlure en
utilisant la remarque 1.30.
Remarque 3.23. La proposition est en défaut pour une partition non régulière,
en raison de la non ohomogénéité du fonteur de Weyl assoié. Par exemple,
(W1,1 : Λ
1) = (Γ2 : Λ1) ≃ F2 ⊕ Λ
1
.
4 Détetion de fateurs de omposition par divi-
sion par Λ1
Le problème de l'eet de fonteurs remarquables sur les fateurs de ompo-
sition d'objets d'une atégorie abélienne se renontre naturellement dans divers
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ontextes, l'étude direte des fateurs de omposition s'avérant généralement
ardue, voire inabordable. Le as le plus simple d'un fonteur exat, et ommu-
tant aux olimites si l'on s'intéresse à des objets seulement loalement nis, se
révèle souvent insusant.
Dans [Pow98b℄, Powell introduit des endofonteurs ∇˜n de la atégorie F qui
ne sont exats ni à gauhe ni à droite, mais qui préservent les épimorphismes
et les monomorphismes. Ainsi, si le simple S est fateur de omposition de F ,
alors ∇˜nS est un sous-quotient de ∇˜nF . Comme pour ertains fonteurs simples
S, ∇˜nS est un fonteur simple expliite, on obtient des renseignements sur les
fateurs de omposition de ∇˜nF dès lors que l'on onnaît ertains fateurs de
omposition de F . Powell a montré le grand intérêt des fonteurs ∇˜n dans ses
artiles [Pow98℄ et [Pow00b℄.
Notre démarhe, utilisant le fonteur (− : Λ1), est inverse : nous herhons
à obtenir des renseignements sur les fateurs de omposition d'un fonteur an-
alytique F , onnaissant ertains fateurs de omposition de (F : Λ1). Cei est
théoriquement possible dans la mesure où si λ ⊢ (F : Λ1), alors il existe µ telle
que µ ⊢ F et λ ⊢ (Sµ : Λ
1), puisque le fonteur (− : Λ1) ommute aux olimites.
Il semble ependant illusoire d'obtenir des résultats très généraux, en raison des
deux éueils suivants :
1. la desription des fateurs de omposition de (Sµ : Λ
1) est hors de portée
en général ;
2. un fonteur simple est en général fateur de omposition de la division par
Λ1 d'un grand nombre de fonteurs simples.
An de ontourner es diultés, nous mettons deux restritions à notre
problème initial :
1. on suppose que le fonteur F est un sous-objet d'un fonteur onnu X ,
et l'on herhe s'il ontient ou non des fateurs de omposition identiés
dans X ;
2. on se limite au as où l'on maîtrise un tant soit peu l'eet de la division
par Λ1 sur le fonteur simple que l'on herhe à déteter.
La stratégie de détetion dans un sous-objet d'un objet onnu est présentée
dans un adre général dans le paragraphe 4.1. Dans la atégorie F , la seonde
restrition nous amènera à travailler sur les partitions Weyl-séparantes, qui ont
été introduites à ette n, omme nous le verrons au paragraphe 4.2. Nous
terminons ette setion ave un résultat tehnique plus global, la proposition
4.16, adapté à la situation des fonteurs I¯⊗2 ⊗ Λn que nous avons en vue.
4.1 Préliminaires formels
Convention 4.1. Dans e paragraphe, A et B sont deux atégories abéliennes
ave olimites ltrantes exates, Φ : A → B est un fonteur ommutant aux
olimites (en partiulier, exat à droite), S (resp. S′) un objet simple de A
(resp. B).
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Remarque 4.2. L'intérêt d'avoir aaire à des atégories ave olimites ltrantes
exates pour le maniement des fateurs de omposition provient de l'observation
suivante : si un objet X d'une telle atégorie est olimite ltrante de sous-objets
Ai, un objet simple S est fateur de omposition de X si et seulement s'il est
fateur de omposition de l'un des Ai. On le voit en utilisant l'isomorphisme
anonique Y ≃ colim
i
(Ai ∩ Y ) valable pour tout sous-objet Y de X sous l'hy-
pothèse d'exatitude des olimites ltrantes (f. [Gab62℄).
Dénition 4.3. On dit que l'objet simple S est Φ-déteté par S′ dans un
objet X de A si S′ est fateur de omposition de ΦX et que S est fateur de
omposition de tout sous-objet A de X tel que S′ est fateur de omposition de
imΦ(A →֒ X).
Plus généralement, si ΦX
pi
−→ B est une èhe de B, on dit que S est Φ-
déteté par S′ dans X relativement à π si S′ est fateur de omposition de
imπ et que S est fateur de omposition de tout sous-objet A de X tel que S′
est fateur de omposition de π
(
imΦ(A →֒ X)
)
.
Remarque 4.4. 1. Par exatitude à droite de Φ, la suite
0→ imΦ(A →֒ X)→ ΦX → Φ(X/A)→ 0
est exate. En partiulier, l'hypothèse sur l'image est satisfaite si S′ n'est
pas fateur de omposition de Φ(X/A).
2. L'objet simple S est Φ-déteté par S′ dans S relativement à π si et seule-
ment si S′ est fateur de omposition de π(ΦS).
3. La notion de Φ-détetion relativement à π ne dépend que de ker π : om-
poser π à gauhe par un monomorphisme ne hange pas la notion obtenue.
Lemme 4.5. Soit X un objet loalement ni de A. Les assertions suivantes
sont équivalentes.
1. Si un objet simple T de A est fateur de omposition de X, S′ n'est pas
fateur de omposition de ΦT .
2. Si A est un sous-objet de X, S′ n'est pas fateur de omposition de ΦA.
3. Si B est un sous-quotient de X, S′ n'est pas fateur de omposition de
ΦB.
Démonstration. Il est trivial que (3) implique (1), et (2) implique (3) ar Φ
est exat à droite. Supposons maintenant (1) vérié : une réurrene sur la
longueur montre que, pour tout sous-objet ni F de X , ΦF n'a pas de fateur
de omposition S′ (utiliser enore l'exatitude à droite). Il sut de passer à la
olimite pour onlure.
Proposition 4.6. Soient X un objet loalement ni de A, Y un sous-objet
de X, ΦX
pi
−→ B et ΦY
pi′
−→ B′ des morphismes de B vériant les onditions
suivantes :
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1. le diagramme suivant ommute :
ΦY
pi′ //
Φi

B′
u

ΦX
pi // B
où Y
i
−→ X désigne l'inlusion ;
2. l'objet ker u n'a pas de fateur de omposition S′ ;
3. le simple S est Φ-déteté par S′ dans Y relativement à π′ ;
4. si T est un fateur de omposition de X/Y , alors S′ n'est pas fateur de
omposition de ΦT .
Alors S est Φ-déteté par S′ dans X relativement à π.
Démonstration. Puisque S′ est fateur de omposition de imπ′ (par (3)), la
ondition (2) montre que S′ est fateur de omposition de im (u◦π′), 'est don
aussi le as pour imπ (qui ontient im (u ◦ π′) par la ondition (1)).
Soit maintenant A un sous-objet de X tel que S′ est fateur de omposition
de π(imΦi) ; posons A′ = A ∩ Y . Comme A/A′ →֒ X/Y , le lemme 4.5 prouve
que Φ(A/A′) n'a pas de fateur de omposition S′.
Considérons le diagramme ommutatif
ΦA′ //

ΦY

pi′ // B′
u

ΦA // ΦX
pi // B
dont le arré de gauhe est induit par les inlusions. L'objet simple S′ est fateur
de omposition de im (ΦA′ → B) ar im (ΦA → B)/im (ΦA′ → B) est un
quotient de cokerΦ(A′ →֒ A) ≃ Φ(A/A′), qui n'a pas de fateur S′. A fortiori,
S′ est fateur de omposition de π′
(
im (ΦA′ → ΦY )
)
; il s'ensuit (par (3)) que
S est fateur de omposition de A′ (appliquer l'hypothèse (1)), don de A, e
qui ahève la démonstration.
Proposition 4.7. Soient X un objet de A, Y un sous-objet de X, ΦX
pi
−→ B
et Φ(X/Y )
ρ
−→ C et B
v
−→ C des èhes de B vériant les onditions suivantes.
1. Le diagramme suivant ommute.
ΦX

pi // B
v

Φ(X/Y )
ρ // C
(10)
2. Le simple S est Φ-déteté par S′ dans X/Y relativement à ρ.
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3. L'objet ker v n'a pas de fateur de omposition S′.
Alors S est Φ-déteté par S′ dans X relativement à π.
Démonstration. Le simple S′ est fateur de omposition de π(ΦX), puisque et
objet se projette sur ρ(Φ(X/Y )).
Soit à présent A un sous-objet de X tel que S′ est fateur de omposition de
π
(
imΦ(A →֒ X)
)
; on pose A′ = A ∩ Y . L'examen du diagramme ommutatif
aux lignes exates
ΦA′ //

ΦA // //

Φ(A/A′)

ΦY // ΦX // // Φ(X/Y )
montre que im
(
Φ(A/A′) → Φ(X/Y )
)
est l'image de im (ΦA → ΦX) par la
projetion ΦX ։ Φ(X/Y ). Par onséquent, ρ
(
im (Φ(A/A′) → Φ(X/Y ))
)
est
l'image de π
(
im (ΦA→ ΦX)
)
par v, et la dernière ondition montre alors que S′
est fateur de omposition de ρ
(
im (Φ(A/A′)→ Φ(X/Y ))
)
, de sorte que A/A′,
et a fortiori A, a un fateur de omposition S, e qu'il fallait démontrer.
Corollaire 4.8. Soient X un objet de A, Y un sous-objet de X, et ΦX
pi
−→ B
un morphisme de B tels que :
1. S′ est fateur de omposition de imπ ;
2. S′ n'est pas fateur de omposition de ΦY ;
3. X/Y ≃ S.
Alors S est Φ-déteté par S′ dans X relativement à π.
Démonstration. Notons i l'inlusion Y →֒ X et v la projetion B ։ C =
B/im (π ◦ Φi), de sorte que π induit un morphisme ρ : Φ(X/Y ) → C rendant
ommutatif le diagramme (10). Les deux premières hypothèses montrent que
ker v n'a pas de fateur de omposition S′, tandis que im ρ en a un, don que
S est Φ-déteté dans X/Y relativement à ρ grâe à la dernière hypothèse. La
onlusion déoule don de la proposition 4.7.
4.2 Détetion de fateurs de degré maximal dans un fon-
teur ni
Comme le fonteur (− : Λ1) est un adjoint à gauhe, il ommute aux olim-
ites, e qui permet de lui appliquer les résultats du paragraphe 4.1.
Dénition 4.9. Soient λ une partition régulière de longueur r > 0 etX ∈ ObF .
Nous dirons que λ est Λ1-détetable dans X si, selon la terminologie de la
dénition 4.3, Sλ est (− : Λ
1)-déteté par Sλ−r dans X .
Si π : (X : Λ1) → B est un morphisme de F , nous dirons que λ est Λ1-
détetable dans X relativement à π si Sλ est (− : Λ
1)-déteté par Sλ−r
dans X relativement à π.
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Notation 4.10. Soit λ une partition de longueur r > 0. On désigne par ςλ :
(Wλ : Λ
1)։Wλ−r la projetion donnée par la proposition 3.22.
Lemme 4.11. Soient λ et µ deux partitions régulières, et r = l(λ) ; on suppose
r > 0. Si µ ⊢ Λλ et λ−r ⊢ (Sµ : Λ
1), alors |λ| = |µ| et µ ≤ λ+,−1,r .
Démonstration. On a |λ| ≥ |µ| ar µ ⊢ Λλ, et |λ| − 1 ≤ |µ| − 1 ar λ−r ⊢ (Sµ :
Λ1), d'où |λ| = |µ|. La proposition 3.18 entraîne maintenant µ−1 ≤ λ
−
r , d'où
µ ≤ λ+,−1,r .
Proposition 4.12. Soit λ une partition régulière Weyl-séparante non nulle.
Alors λ est Λ1-détetable dans Wλ relativement à ςλ.
Démonstration. On applique le orollaire 4.8 ave X = Wλ et Y = radWλ, de
sorte que la dernière ondition est satisfaite grâe au théorème/dénition 1.32.
La première est vériée pare que λ−r ⊢Wλ−r = im ςλ.
La seonde ondition du orollaire 4.8 provient de l'hypothèse de Weyl-
séparation, via le lemme 4.5. En eet, supposons qu'elle ne soit pas satisfaite :
il existerait une partition régulière µ telle que µ ⊢ radWλ et λ
−
r ⊢ (Sµ : Λ
1),
d'où µ ⊢ radWλ et µ ≤ λ
+,−
1,r par le lemme 4.11, en ontradition ave le fait
que λ est W-séparante.
Corollaire 4.13. On onserve les hypothèses de la proposition 4.12. Soit X un
sous-objet de Λλ tel que :
 Wλ ⊂ X,
 il n'existe pas de partition régulière µ de |λ| telle que µ ⊢ X/Wλ et µ ≤
λ+,−1,r .
Alors λ est Λ1-détetable dans Wλ relativement à la omposée
πX : (X : Λ
1)→ (Λλ : Λ1)։ Λλ
−
r .
Démonstration. On applique la proposition 4.6 au sous-objet Wλ de X . Ses
deux premières onditions sont satisfaites, ar le diagramme
(Wλ : Λ
1)

ςλ // // Wλ−r _

(X : Λ1)
piX //
Λλ
−
r
ommute.
La troisième hypothèse de la proposition 4.6 est vériée par la proposition
4.12, la dernière par le lemme 4.11.
4.3 Détetion dans I¯⊗r ⊗ Λn
En vue d'appliquer les résultats préédents à la détetion de sous-fonteurs
de I¯⊗r ⊗ Λλ, nous établissons deux lemmes simples qui permettront de passer
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de la détetion dans une partie homogène (à laquelle la setion préédente est
adaptée) à la détetion  globale . Rappelons que l'on a un isomorphisme
phomm (I¯
⊗r) ≃
⊕
α1,...,αr>0
α1+···+αr=m
Λα
pour tout entier m, via lequel nous identierons souvent les deux membres.
Lemme 4.14. Soient r, n, k trois entiers stritement positifs, et α, β deux
partitions régulières telles que α ⊢ phomk (I¯
⊗r⊗Λn), β ⊢ (Sα : Λ
1) et |β| < k− 1.
Alors l(β) ≤ r et βr ≤ n.
Démonstration. Supposons d'abord |α| < k. On a alors l(α) < r + 1 et αr ≤ n
par le théorème 1.33. En utilisant la proposition 3.18, on obtient l(β) ≤ l(α) ≤ r
et βr ≤ αr ≤ n.
Supposons désormais |α| = k : on a don |β| < |α|− 1, et la proposition 3.18
donne l(β) < l(α) et βr ≤ αr+1, don, par le théorème 1.33, on a l(β) ≤ r et
βr ≤ n.
Lemme 4.15. Soient r, m, k des entiers stritement positifs, X un sous-objet
de I¯⊗r ⊗ Λk et µ une partition régulière de m telle que µr+1 = k. Si µ est
Λ1-détetable dans phomm (X) relativement au morphisme
(phomm (X) : Λ
1)→ (phomm (I¯
⊗r ⊗ Λk) : Λ1)։ phomm−k(I¯
⊗r)⊗ Λk−1
dont la première èhe est induite par l'inlusion et la seonde de la proposition
2.6 et de l'isomorphisme phomm (I¯
⊗r ⊗ Λk) ≃ phomm−k(I¯
⊗r) ⊗ Λk, alors µ est Λ1-
détetable dans X relativement au morphisme
(X : Λ1)→ (I¯⊗r ⊗ Λk : Λ1) ≃ I¯⊗r ⊗ Λk−1
induit par l'inlusion via le orollaire 2.12.
Démonstration. La proposition 4.7 prouve que µ est Λ1-détetable dans pmX
relativement au morphisme (pmX : Λ
1)→ (pm(I¯
⊗r⊗Λk) : Λ1)։ pm−k(I¯
⊗r)⊗
Λk−1. En eet, le diagramme
(pmX : Λ
1)

// (pm(I¯⊗r ⊗ Λk) : Λ1) // //

pm−k(I¯
⊗r)⊗ Λk−1

(phomm (X) : Λ
1) // (phomm (I¯
⊗r ⊗ Λk) : Λ1) // // phomm−k(I¯
⊗r)⊗ Λk−1
ommute, et le noyau de la èhe vertiale de droite est de degré < m− 1, don
sans fateur de omposition Sµ−
r+1
.
On termine la démonstration en utilisant la proposition 4.6 ave Y = pmX :
le diagramme
(pmX : Λ
1)

// (pm(I¯⊗r ⊗ Λk) : Λ1) // //

pm−k(I¯
⊗r)⊗ Λk−1

(X : Λ1) // (I¯⊗r ⊗ Λk : Λ1)
≃ // I¯⊗r ⊗ Λk−1
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ommute (où les èhes vertiales sont induites par les inlusions), et la èhe
vertiale de droite est injetive, e qui montre que les deux premières hypothèses
de ladite proposition sont vériées. Nous venons de voir que la troisième l'est ;
quant à la dernière, elle provient du lemme préédent : si elle était en défaut, on
disposerait de i > m d'une partition régulière α telle que α ⊢ phomi (I¯
⊗r ⊗ Λk)
et µ−r+1 ⊢ (Sα : Λ
1). Don (µ−r+1)r ≤ k par le lemme 4.14. Mais par hypothèse
µr+1 = k, d'où (µ
−
r+1)r = µr > k, ontradition qui ahève la démonstration.
Proposition 4.16. Soient r, m, k des entiers stritement positifs, A un sous-
fonteur de I¯⊗r, X un sous-fonteur de A ⊗ Λk, µ une partition régulière de
longueur r de m − k telle que la suite d'entiers λ = (µ1, . . . , µr, k) est une
partition régulière Weyl-séparante et α : phomm (X)→ Λ
λ
un morphisme vériant
les propriétés suivantes.
1. Il existe un morphisme β : phomm−k(A) → Λ
µ
tel que α oïnide ave la
omposée
phomm (X) →֒ p
hom
m (A⊗ Λ
k) = phomm−k(A)⊗ Λ
k β⊗Λ
k
−−−−→ Λµ ⊗ Λk .
2. L'image de α ontient Wλ.
3. Il n'existe pas de partition régulière ν de m telle que ν ⊢ imα/Wλ et
ν ≤ λ+,−1,r+1.
4. Si ν est une partition régulière de m− k telle que ν ⊢ ker β, alors ν > µ.
Alors λ est Λ1-détetable dans X relativement au morphisme
(X : Λ1)→ (I¯⊗r ⊗ Λk : Λ1) ≃ I¯⊗r ⊗ Λk−1.
Démonstration. Le orollaire 4.13 montre que λ est Λ1-détetable dans imα rel-
ativement au morphisme (imα : Λ1)→ Λk−1 induit par l'inlusion. On prouve
maintenant que λ est Λ1-détetable dans phomm (X) relativement au morphisme
(phomm (X) : Λ
1)→ (phomm (A⊗ Λ
k) : Λ1)։ phomm−k(A) ⊗ Λ
k−1
en employant la proposition 4.7, ave le sous-objet ker α et u = β ⊗ Λk−1.
Pour la première ondition, on onstate que le diagramme
(phomm (X) : Λ
1) //
(α:Λ1)

(phomm (A⊗ Λ
λ) : Λ1) // //
(β⊗Λλ:Λ1)

phomm−k(A)⊗ Λ
k−1
β⊗Λk−1

(imα : Λ1) // (Λµ ⊗ Λλ : Λ1) // // Λµ ⊗ Λk−1
ommute.
Nous avons montré préédemment que la deuxième hypothèse de ladite
proposition est vériée.
Pour la dernière, il s'agit d'établir que Sλ−
r+1
n'est pas fateur de omposition
de ker β⊗Λk−1. C'est une onséquene direte de l'hypothèse (4) et du théorème
32
1.33 : si ν′ est une partition régulière de m− 1 telle que ν′ ⊢ ker β⊗Λk−1, alors
ν′ ⊢ Λ(ν,k−1), don ν′ ≥ (ν, k − 1), où ν est une partition régulière de m − k
telle que ν ⊢ ker β.
Par onséquent (f. remarque 4.4), λ est Λ1-détetable dans phomm (X) rela-
tivement au morphisme
(phomm (X) : Λ
1)→ (phomm (I¯
⊗r ⊗ Λk) : Λ1)։ phomm−k(I¯
⊗r)⊗ Λk−1.
La onlusion résulte maintenant du lemme 4.15.
5 Appliation à la struture de I⊗2 ⊗ Λn
Comme pour les avanées déjà onnues dans l'étude de la onjeture artini-
enne (f. [Pir97℄ et [Pow00b℄), la stratégie de la détermination de la struture
des fonteurs I⊗2⊗Λn, inluant le théorème 1, que nous mettons en ÷uvre dans
ette setion onsiste en deux pas :
1. réduire l'étude de es fonteurs à elle de fonteurs plus simples ;
2. montrer que es derniers n'ont pas de sous-fonteur propre  trop gros  .
La première étape sera réalisée par des onstrutions expliites liées aux représen-
tations des groupes symétriques, tandis que la seonde repose sur l'utilisation
du fonteur de division par Λ1.
An de  dévisser  au maximum les fonteurs I¯⊗2 ⊗ Λn, on ommene par
ramener l'étude de I¯⊗2 à elle de fonteurs plus simples. La déomposition des
injetifs standard en somme direte d'injetifs indéomposables peut être ranée
eaement à l'aide des notions de fonteur o-Weyl et de ltration J-bonne in-
troduites par Powell dans [Pow98℄, dont nous n'aurons pas expliitement usage.
En eet, dans le as de I¯⊗2, on obtient très simplement une ltration expliite.
Nous rappelons, dans le premier paragraphe, es onsidérations, et donnons des
propriétés des fateurs de omposition des  briques élémentaires  (autres que
le fonteur I¯) de I¯⊗2, les fonteurs L(2) et D¯(2). Nous verrons ainsi qu'ils sont
 engendrés  par des fonteurs simples assoiés à des partitions alternées.
Remarque 5.1. La possibilité de généraliser es résultats aux fonteurs o-Weyl
supérieurs pose rapidement des problèmes tehniques assez ardus ; quelques ren-
seignements remarquables (mais peu expliites) sur les fateurs de omposition
de es fonteurs sont toutefois donnés en toute généralité dans [Dja℄.
Le dévissage de I¯⊗2 ⊗ Λn obtenu par tensorisation par Λn de elui de I¯⊗2
préédemment évoqué ne s'avère pas susant pour omprendre la struture de
e fonteur. Pour étudier le fonteur I¯⊗Λn, on en dénit d'abord un  bon  sous-
fonteur K¯n, qui est l'image de la èhe de but I¯ ⊗Λ
n
de la suite exate longue
· · · → I¯ ⊗ Λn → I¯ ⊗ Λn−1 → · · · → I¯ ⊗ Λ1 → I¯ → 0
(f. [Pir97℄). De même, des suites exates permettent d'introduire des sous-
fonteurs adéquats L2n et D
2
n de L(2) ⊗ Λ
n
et D¯(2) ⊗ Λn respetivement, qui
apparaissent à la fois omme noyau et image de èhes expliites, e qui permet
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d'établir aisément les propriétés néessaires sur leurs fateurs de omposition à
partir de elles de L(2) et D¯(2). Cela fait l'objet du deuxième paragraphe.
Enn, le dernier paragraphe applique la proposition 4.16 sur la détetion de
fateurs de omposition par division par Λ1 pour en déduire le aratère artinien
de type 2 de I⊗2⊗Λn, par un argument de réurrene dont l'initialisation fournie
par l'artile [Pow98a℄.
5.1 La déomposition Λ2(I¯) ≃ L(2)⊕ D¯(2)
Il est plus agréable de dérire le sindement de Λ2(P¯ ) dual de elui indiqué
par le titre de e paragraphe, que l'on obtient à partir du fait suivant, qui résulte
d'un alul diret.
Lemme 5.2. Le morphisme Π : Λ2(P¯ )→ Λ2(P¯ ) donné par
[u] ∧ [v] 7→
(
[u] + [v]
)
∧ [u+ v] (u, v ∈ V \ {0}; V ∈ Ob Ef )
est un projeteur.
Remarque 5.3. Soit U l'endomorphisme A 7→ (f 7→ A(f◦ι)) de I
F
⊕2
2
, où ι désigne
l'endomorphisme (a, b) 7→ (a, a + b) de F⊕22 . Il est dual de l'endomorphisme de
P⊗2 donné par [u]⊗ [v] 7→ [u]⊗ [u+ v]. Le projeteur Π peut se voir omme la
omposée
Λ2P¯ →֒ P¯⊗2
DU
−−→ P¯⊗2 ։ Λ2P¯ .
Dénition 5.4. On pose P2,1 = imΠ, G¯(2) = kerΠ, L(2) = DP2,1 et D¯(2) =
DG¯(2). Ainsi Λ2(P¯ ) ≃ P2,1 ⊕ G¯(2) et Λ
2(I¯) ≃ L(2)⊕ D¯(2).
Remarque 5.5. Ces fonteurs peuvent être aratérisés omme suit  on pourra
se référer à [Pow98a℄,  1.1 à e sujet.
 Le fonteur P2,1 est la ouverture projetive de S(2,1).
 Le fonteur G¯(2) est isomorphe au fonteur F2[Gr2], où Gr2(V ) désigne
la grassmannienne des plans d'un espae vetoriel V , l'ation sur les mor-
phismes étant l'ation donnée par F2[Gr2](f)
(
[π]
)
= [f(π)] si f(π) est un
plan, F2[Gr2](f)
(
[π]
)
= 0 sinon.
Plus préisément, si (u, v) est une famille libre de V ∈ Ob Ef , dénotons par
< u, v >∈ Gr2(V ) le plan qu'elle engendre. Alors le morphisme Λ
2(P¯ )
p
−→
F2[Gr2] donné par [u] ∧ [v] 7→ [< u, v >] se restreint en un isomorphisme
de G¯(2) sur F2[Gr2].
Avant d'indiquer les fateurs de omposition que nous utiliserons pour la
Λ1-détetion dans L(2)⊗Λn et D¯(2)⊗Λn, nous énonçons deux lemmes formels.
Lemme 5.6. Soient λ une partition régulière et X un fonteur analytique.
Supposons que Sλ est fateur de omposition unique de X. Alors il existe un
plus petit sous-objet X [λ] de X tel que λ ⊢ X [λ]. Le fonteur X [λ] est ni,
de degré supérieur à |λ|. De plus, Sλ est le osole de X [λ], et ette propriété
aratérise X [λ] parmi les sous-objets nis de X.
Démonstration. Comme X est analytique, X a un sous-objet ni F tel que
λ ⊢ F . D'autre part, si A et B sont deux sous-objets de X tels que λ ⊢ A et
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λ ⊢ B, alors λ ⊢ A ∩ B, ar sinon λ serait fateur de omposition (au moins)
double de (A ⊕ B)/(A ∩ B) ≃ A +B ⊂ X . Par onséquent, l'intersetion X [λ]
des sous-objets A de X tels que λ ⊢ A onvient.
On a deg X [λ] ≥ deg Sλ = |λ|. Par ailleurs, si π : X [λ] ։ S est un épi-
morphisme ave S simple, ker π n'a pas de fateur de omposition Sλ, don
S ≃ Sλ ; on en déduit cosocX [λ] = Sλ. Réiproquement, si Y est un sous-objet
de X de osole Sλ, X [λ] ⊂ Y ; si l'inlusion était strite, Sλ serait fateur de
omposition de radY ⊃ X [λ], don serait fateur de omposition (au moins)
double de Y , ontradition qui ahève la démonstration.
Exemple 5.7 (fondamental). Le fonteur simple Sλ est fateur de omposition
unique dans Λλ et Λλ[λ] = Wλ.
Dénition 5.8. Soient X un fonteur analytique et λ une partition régulière
telle que λ ⊢ X . Nous dirons que Sλ est bien plaé dans X si Sλ n'est pas
fateur de omposition de X/p|λ|(X).
Remarque 5.9. Si Sλ est fateur de omposition unique de X , ela équivaut à
l'inlusion X [λ] ⊂ p|λ|X , ou enore à λ ⊢ p
hom
|λ| X .
Lemme 5.10. Soient X un fonteur analytique et λ une partition régulière
d'un entier n telle que Sλ est fateur de omposition unique bien plaé de X.
Supposons aussi que Y
f
−→ X est un morphisme de Fω et A un sous-objet oho-
mogène de degré n de pnY tels que p
hom
n (f)(p
hom
n A) = (p
hom
n X)[λ]. On a alors
f(A) = X [λ].
Démonstration. Les fonteurs pi étant exats à gauhe et se plongeant naturelle-
ment dans le fonteur identité, on a phomn (f)(p
hom
n A) ։ p
hom
n
(
f(A)
)
. On en
déduit Sλ ≃ cosoc p
hom
n (f)(p
hom
n A)։ cosoc p
hom
n
(
f(A)
)
.
D'autre part, omme degA ≤ n, on dispose d'un épimorphisme f(A) ։
phomn (f)(p
hom
n A), don aussi cosocf(A)։ cosocp
hom
n (f)(p
hom
n A).
Enn, le quotient f(A) de A est ohomogène de degré n (ou nul), don la pro-
jetion f(A)։ phomn
(
f(A)
)
induit un isomorphisme cosoc f(A)
≃
−→ cosoc phomn
(
f(A)
)
.
Conséquemment, Sλ ≃ cosoc f(A), d'où le lemme.
Nous revenons aux fonteurs Λ2(I¯), L(2) et D¯(2), dont nous étudions les
fateurs de omposition à travers leur ltration polynomiale.
Pour tout entier n > 0, on a un isomorphisme
phomn
(
Λ2(I¯)
)
≃


⊕
a+b=n
a>b>0
Λa ⊗ Λb

⊕ Λ2(Λn/2) (11)
où, par onvention, le dernier terme est nul si n est impair. Via ette identia-
tion, le plongement de phomn
(
Λ2(I¯)
)
dans
phomn
(
I¯⊗2
)
≃
⊕
a+b=n
a,b>0
(Λa ⊗ Λb)
35
s'obtient omme somme des morphismes Λa ⊗ Λb
id⊕τ
−−−→ (Λa ⊗ Λb)⊕ (Λb ⊗ Λa),
pour a > b > 0 et a + b = n, τ désignant l'isomorphisme d'éhange des deux
fateurs du produit tensoriel, et de l'inlusion Λ2(Λn/2) →֒ Λn/2 ⊗ Λn/2.
Lemme 5.11. Soient i, j, k, l et n des entiers vériant i > j > 0, k ≥ l > 0 et
i+ j = k + l = n. La omposée
Λi ⊗ Λj →֒ phomn (Λ
2(I¯))
phomn (DΠ)−−−−−−−→ phomn (Λ
2(I¯))։ Λk ⊗ Λl
dont les première et dernière èhes sont déduites de (11) est la somme des
morphismes :
 θi,j,k−i si k ≥ i ;
 Dθk,l,i−k si k ≤ i ;
 Λi ⊗ Λj
τ
−→ Λj ⊗ Λi
θj,i,k−j
−−−−−→ Λk ⊗ Λl si k ≥ j, où τ désigne la èhe
éhangeant les deux fateurs du produit tensoriel ;
 Λi ⊗ Λj
τ
−→ Λj ⊗ Λi
Dθk,l,j−k
−−−−−−→ Λk ⊗ Λl si k ≤ j.
En partiulier, pour (i, j) = (k, l), le morphisme en question est θj,i,i−j ◦ τ .
Démonstration. Cela provient de la remarque 5.3, en utilisant que U induit au
niveau de la ltration polynomiale les morphismes
Λi ⊗ Λj
⊕
0≤t≤j θi,j,t
−−−−−−−−−→
⊕
0≤t≤j
Λi+t ⊗ Λj−t.
En eet, si a1, . . . , ai, b1, . . . , bj sont des éléments d'un espae vetoriel V , l'élé-
ment (a1 ∧ · · · ∧ ai) ⊗ (b1 ∧ · · · ∧ bj) de Λ
i(V ) ⊗ Λj(V ) se relève en l'élément
de pi+j(IF⊕2
2
)(V ) donné par (l, l′) 7→
(∏i
r=1 l(ar)
)(∏j
s=1 l
′(bs)
)
((l, l′) ∈ (V ∗)2 ;
on identie I
F
⊕2
2
(V ) et I⊗2(V )) ; ensuite développer le produit dans l'élément
(l, l′) 7→
(∏i
r=1 l(ar)
)(∏j
s=1(l(bs)+ l
′(bs))
)
de pi+j(IF⊕2
2
)(V ) qui est l'image du
préédent par le morphisme induit par U .
Lemme 5.12. Soient i > j > 0 des entiers. La restrition à W(i,j) du mor-
phisme Λi ⊗ Λj →֒ phomi+j
(
Λ2(I¯)
) phomi+j (DΠ)
−−−−−−−→ phomi+j Λ
2(I¯)։ Λi ⊗ Λj oïnide ave
l'identité.
Démonstration. Cela résulte des lemmes 5.11 et 3.6.
Notation 5.13. Soit i ∈ N∗. On note fi la omposée
phom2i+1L(2) →֒ p
hom
2i+1Λ
2(I¯)։ Λi+1 ⊗ Λi ,
et gi le morphisme
phom2i+3D¯(2) →֒ p
hom
2i+3Λ
2(I¯)։ Λi+2 ⊗ Λi+1
θ
−→ Λi+3 ⊗ Λi .
Proposition 5.14. Soit i ∈ N∗.
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1. (a) Le fonteur L(2) possède un unique fateur de omposition S(i+1,i),
tandis que D¯(2) n'en a pas.
(b) De plus, elui-i est bien plaé. Préisément, W(i+1,i) ⊂ im fi.
() En revanhe, im fi n'a pas de fateur de omposition S(i+2,i−1).
2. (a) Le fonteur D¯(2) possède un unique fateur de omposition S(i+3,i).
(b) De plus, elui-i est bien plaé, et W(i+3,i) ⊂ im gi. Par onséquent,
Λi+2,i+1[i+ 3, i] ⊂ phom2i+3D¯(2).
() En revanhe, im gi n'a pas de fateur de omposition S(i+4,i−1).
Démonstration. Tout d'abord, (11) montre que les fateurs de omposition de
I¯⊗2 sont tous bien plaés.
D'autre part, pour i ∈ N∗, S(i+1,i) est fateur de omposition unique de
phom2i+1Λ
2(I¯), de sorte que (1) (a) et (1) (b) déoulent du lemme 5.12.
Les partitions (i+2, i+1) étant alternées, don Weyl-séparantes (proposition
3.17), S(i+3,i) n'est pas fateur de omposition de W(i+2,i+1), don est fateur
de omposition unique de Λi+2 ⊗ Λi+1, et θi+2,i+1,1
(
(Λi+2 ⊗ Λi+1)[i + 3, i]
)
=
W(i+3,i) (utiliser la ltration de Weyl usuelle de Λ
i+2⊗Λi+1  f. [Pir97℄,  1.1).
Par onséquent, Λ2(I¯) a exatement deux fateurs de omposition S(i+3,i) pour
i ∈ N∗ ; le lemme 5.12 (qui montre notamment que l'un d'entre eux apparaît
dans L(2)) montre qu'il sut de voir pour démontrer (2) (a) et (2) (b) que L(2)
a un seul fateur de omposition S(i+3,i).
Pour ela, on utilise l'endofonteur ∇˜2 de F introduit par G. Powell, dont on
emploiera les propriétés suivantes (pour la dénition de ∇˜2 et la démonstration
de es propriétés, voir [Pow98b℄) :
1. ∇˜2 préserve les injetions et les surjetions. En partiulier, si λ ⊢ X , alors
∇˜2Sλ est un sous-quotient de ∇˜2X .
2. ∇˜2S(i+1,j+1) = S(i,j) pour i > j ≥ 0.
3. ∇˜2L(2) = L(2)⊕ I¯.
4. Pour i > 0 et j > t ≥ 0, ∇˜2 transforme Λ
i ⊗ Λj
θi,j,t
−−−→ Λi+t ⊗ Λj−t en
Λi−1 ⊗ Λj−1
θi−1,j−1,t
−−−−−−→ Λi+t−1 ⊗ Λj−t−1.
Si pour un i ∈ N∗, L(2) avait deux fateurs de omposition S(i+3,i), on en
déduirait que L(2) a un fateur de omposition Λ3, e qui n'est pas le as puisque
l'unique fateur de omposition Λ3 de Λ2(I¯) apparaît dans phom3
(
Λ2(I¯)
)
= Λ2⊗
Λ1 ≃ S(2,1)⊕Λ
3
, or dans ette déomposition phom3 L(2) = S(2,1) et p
hom
3 D¯(2) =
Λ3 (utiliser le lemme 5.11). Cela établit (2) (a) et (2) (b).
Cela montre également (1) () pour i = 1. Le as général s'en déduit enore
via l'utilisation de ∇˜2, ar d'après les propriétés rappelées i-avant, e fonteur
transforme la èhe fi+1 en fi, don im fi+1 en im fi, de sorte que si (i+3, i) ⊢
im fi+1, alors (i+ 2, i− 1) ⊢ im fi.
De même, il sut de démontrer (2) () pour i = 1. Or le lemme 5.12 montre
que g1 a la même image que Π4,1 (f. notation 1.28 et proposition 3.3), or e
dernier s'identie à la projetion Λ4 ⊗Λ1 ։ S(4,1), e qui ahève la démonstra-
tion.
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La dénition que nous rappelons i-après orrespond est adaptée pour pré-
iser la struture des injetifs o-tf de F . Ainsi, une version forte de la onjeture
artinienne postule que le fonteur I⊗n est artinien de type n pour tout n ∈ N
 f. [Pow98℄.
Dénition 5.15 (f. [Pow98℄ et [Pow00a℄). On dénit par réurrene sur
n ∈ N la notion de fonteur simple artinien de type n (resp. fonteur artinien
de type n). Un fonteur simple artinien de type 0 est un fonteur simple ; un
fonteur simple artinien de type n + 1 est un fonteur qui n'est pas artinien
de type n mais dont tous les sous-objets strits sont artiniens de type n. Un
fonteur artinien de type n est un fonteur qui possède une ltration nie dont
les sous-quotients sont simples artiniens de type ≤ n.
On vérie par réurrene sur n qu'un objet artinien de type n est artinien.
Nos arguments ultérieurs se fonderont sur le résultat suivant.
Théorème 5.16 (Powell). Il existe une ltration roissante (Fn)n∈N∗ sur L(2)
(resp. D¯(2)) telle que :
 tout sous-objet strit de L(2) (resp. D¯(2)) est inlus dans l'un des Fn ;
 pour n ∈ N∗ et un fonteur ni A, A⊗ Fn est artinien de type 1 ;
 si λ est une partition régulière telle que λ ⊢ Fn, alors l(λ) ≤ 2 et λ2 ≤ n.
Par suite, les fonteurs L(2) et D¯(2) sont simples artiniens de type 2.
La démonstration est fournie dans [Pow98a℄, à ombiner aux résultats de
[Pow00b℄ pour le deuxième point.
Corollaire 5.17. 1. Le fonteur L(2) est la réunion ltrante sur i ∈ N∗ des
L(2)[i+ 1, i].
2. Le fonteur D¯(2) est la réunion ltrante sur i ∈ N∗ des D¯(2)[i+ 3, i].
Démonstration. Il s'agit d'une onséquene immédiate de la proposition 5.14 et
du théorème 5.16.
Remarque 5.18. La première assertion implique qu'un sous-fonteur F de L(2)
tel que (i+ 1, i) ⊢ F pour une innité d'entiers i est égal à L(2).
5.2 Les fonteurs L2
n
et D2
n
Nous sommes en mesure de donner une desription expliite des  briques
élémentaires  des fonteurs Λ2(I¯)⊗Λk. C'est la suite exate (12) qui permettra
de dévisser itérativement es fonteurs à l'aide des fonteurs L2i et D
2
i que nous
allons dénir et étudier.
Convention 5.19. Dans e paragraphe, n désigne un entier stritement positif.
Les onstrutions que nous allons exposer reposent sur la onsidération des
morphismes suivants. Là enore, il est ommode de ommener par introduire
les èhes duales de elles qui nous intéressent.
Notation 5.20. On désigne par gn : Λ
2(P¯ ) ⊗ Λn → Λ2(P¯ ) ⊗ Λn(Λ3) le mor-
phisme donné par
(
[u] ∧ [v]
)
⊗ (a1 ∧ · · · ∧ an) 7→
(
[u] ∧ [v]
)
⊗
∧
1≤i≤n
(u ∧ v ∧ ai)
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et par hn : P¯
⊗2 ⊗ Λn−1 → Λ2(P¯ )⊗ Λn le morphisme donné par
(
[u]⊗ [v]
)
⊗ (a1 ∧ · · · ∧ an−1) 7→
(
[u] ∧ [v]
)
⊗ (u ∧ a1 ∧ · · · ∧ an−1).
Lemme 5.21. Le diagramme
Λ2(P¯ )⊗ Λn
gn //
Π⊗Λn

Λ2(P¯ )⊗ Λn(Λ3)
Π⊗Λn(Λ3)

Λ2(P¯ )⊗ Λn
gn // Λ2(P¯ )⊗ Λn(Λ3)
ommute. Ainsi, gn s'identie, via la déomposition Λ
2(P¯ ) ≃ P2,1 ⊕ G¯(2), à la
somme direte de deux morphismes P2,1⊗Λ
n g
L
n−−→ P2,1⊗Λ
n(Λ3) et G¯(2)⊗Λn
gDn−−→
G¯(2)⊗ Λn(Λ3).
Ce résultat provient d'un alul diret.
Le lemme suivant utilise les morphismes w dénis au orollaire 3.9.
Lemme 5.22. Soient i > j > 0 des entiers. La restrition à
Λi⊗Λj⊗Λn(Λ3) de phomi+j+3n(Dgn) s'identie à w
i,j,0
n (omposée ave l'inlusion
Λi+n⊗Λj+n⊗Λn →֒ phomi+j+3n(Λ
2(I¯)⊗Λn)). En onséquene, phomi+j+3n(Dgn)(W(i,j)⊗
Λn(Λ3)) = W(i+n,j+n,n).
Démonstration. La onstrution des morphismes wi,j,0n et gn montre qu'il sut
de traiter le as n = 1. La èhe Λi+1,j+1,1 → Λi,j,3 duale de wi,j,01 = j(i,j),3 
morphisme de la proposition 3.7  s'obtient à partir du oproduit Λt+1 → Λt⊗
Λ1 pour t = i, j et du produit Λ1⊗Λ1⊗Λ1 → Λ3. La somme direte pour i+j = n
et i, j > 0 de es morphismes orrespond don à la ltration polynomiale de la
èhe P¯⊗2 ⊗ Λ1 → P¯⊗2 ⊗ Λ3 donnée par [u]⊗ [v]⊗ a 7→ [u]⊗ [v]⊗ (u ∧ v ∧ a) ;
par suite, la somme direte pour i+ j = n et i > j > 0 de es morphismes dérit
la ltration polynomiale de g1 : Λ
2(P¯ )⊗ Λn → Λ2(P¯ )⊗ Λ3.
Ce résultat nous permet de donner les prinipales propriétés néessaires à la
détetion de fateurs omposition dans L(2)⊗ Λn et D¯ ⊗ Λn.
Proposition 5.23. 1. Pour tout entier i > 0, L(2)⊗Λn ontient un unique
fateur de omposition S(i+n+1,i+n,n). De plus,
(L(2)⊗ Λn)[i+ n+ 1, i+ n, n] = DgLn
(
L(2)[i+ 1, i]⊗ Λn(Λ3)
)
.
2. Pour tout entier i > 0, D¯(2)⊗Λn ontient un unique fateur de omposi-
tion S(i+n+3,i+n,n). De plus,
(D¯(2)⊗ Λn)[i + n+ 3, i+ n, n] = DgDn
(
D¯(2)[i+ 3, i]⊗ Λn(Λ3)
)
.
3. La suite suivante est exate.
P¯⊗2 ⊗ Λn−1
hn−−→ Λ2(P¯ )⊗ Λn
gn
−→ Λ2(P¯ )⊗ Λn(Λ3) (12)
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Démonstration. Le fonteur L(2)[i+1, i]⊗Λn(Λ3) est ohomogène omme pro-
duit tensoriel de deux fonteurs ohomogènes (f. orollaire 1.19) de degré
3i + 2n + 1, et sa partie homogène de degré 3n+ 2i + 1 est W(i+1,i) ⊗ Λ
n(Λ3)
par la proposition 5.14, de sorte que
phom3n+2i+1
(
DgLn
)(
phom3n+2i+1(L(2)[i+ 1, i]⊗ Λ
n(Λ3))
)
= phom3n+2i+1
(
DgLn
)
(W(i+1,i) ⊗ Λ
n(Λ3)) =W(i+n+1,i+n,n)
= phom3n+2i+1
(
L(2)⊗ Λn
)
[i+ n+ 1, i+ n, n].
On a fait usage du lemme 5.22 pour la deuxième égalité. Le lemme 5.10 fournit
don l'assertion (1).
On établit de même l'assertion (2), en utilisant également le dernier point
du orollaire 3.9.
L'assertion (3) déoule quant à elle d'un alul diret.
Dénition 5.24. On pose L2n = imDg
L
n et D
2
n = imDg
D
n . On note également
L20 = L(2) et D
2
0 = D¯(2).
Corollaire 5.25.  Le fonteur L2n est la réunion ltrante sur i ∈ N
∗
des
sous-fonteurs (L(2)⊗ Λn)[i+ n+ 1, i+ n, i].
 Le fonteur D2n est la réunion ltrante sur i ∈ N
∗
des sous-fonteurs
(D¯(2)⊗ Λn)[i+ n+ 3, i+ n, i].
Démonstration. C'est une onséquene immédiate du orollaire 5.17 et de la
proposition 5.23.
Le lemme suivant est une variation sur le orollaire 3.9 adapté au as de D2n,
légèrement plus tehnique que elui de L2n, pour lequel e orollaire sura à nos
investigations ultérieures.
Lemme 5.26. Soient k et n des entiers stritements positifs. On a
wk+2,k+1,0n (Λ
k+2,k+1[k + 3, k]⊗ Λn(Λ3)) = Λk+n+2,k+n+1,n[k + n+ 3, k + n, n].
Démonstration. Elle est entièrement analogue à elle de la proposition 3.7, en
notant que pour tout V ∈ Ob Ef , Λk+2,k+1[k + 3, k](V ) est le sousespae ve-
toriel de Λk+2,k+1(V ) engendré par les éléments du type (a1 ∧ · · · ∧ ak ∧ b∧ c)⊗
(a1 ∧ · · · ∧ ak ∧ d) + (a1 ∧ · · · ∧ ak ∧ b∧ d)⊗ (a1 ∧ · · · ∧ ak ∧ c) + (a1 ∧ · · · ∧ ak ∧
c ∧ d)⊗ (a1 ∧ · · · ∧ ak ∧ b) pour a1, . . . , ak, b, c, d ∈ V .
On rappelle que les morphismes fk et gk ont été introduits dans la notation
5.13.
Notation 5.27. Soient n et k des entiers tels que k > n > 0. On pose Ak,n =
(fk ⊗ Λ
n)
(
phom2k+n+1(L
2
n)
)
et Bk,n = (gk ⊗ Λ
n)
(
phom2k+n+3(D
2
n)
)
.
La proposition suivante ontient tous les préliminaires néessaires à la dé-
tetion de fateurs de omposition dans les fonteurs L2n et D
2
n.
Proposition 5.28. Soient n et k des entiers tels que k > n > 0.
1. (a) On a W(k+1,k,n) ⊂ Ak,n.
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(b) Il n'existe pas de partition régulière ν de 2k + n + 1 telle que ν ⊢
Ak,n/W(k+1,k,n) et ν ≤ (k + 2, k, n− 1).
2. (a) On a W(k+3,k,n) ⊂ Bk,n.
(b) Il n'existe pas de partition régulière ν de 2k + n + 3 telle que ν ⊢
Bk,n/W(k+3,k,n) et ν ≤ (k + 4, k, n− 1).
Démonstration. L'assertion (1a) s'obtient en ombinant le lemme 5.22 et la
proposition 5.14. L'assertion (2a) s'établit pareillement, en utilisant aussi le
lemme 5.26.
Montrons l'assertion (1b). Grâe à la suite exate duale de (12), on a Ak,n ⊂
(im fk ⊗Λ
n) ∩ (Λk+1 ⊗ ker θk,n,1). Posons à présent A
′
k,n = Ak,n ∩ (W(k+1,k) ⊗
Λn) : Ak,n/A
′
k,n s'injete dans (im fk/W(k+1,k))⊗Λ
n
, qui n'a pas de fateurs de
omposition du type mentionné dans (1b) grâe à la proposition 5.14. Quant à
A′k,n/W(k+1,k,n), il s'injete dans Λ
k+1⊗
(⊕
t≥2
Λk+t,n−t
)
, de sorte que le théorème
1.33 sut à onlure.
L'assertion (2b) est analogue, en remarquant que la suite exate duale de
(12) fournit Bk,n ⊂ (im gk ⊗ Λ
n) ∩ (Λk+3 ⊗ ker θk,n,1), pare que le morphisme
Λk+2 ⊗ Λk+1 ⊗ Λn
θ⊗Λn
−−−−→ Λk+3 ⊗ Λk ⊗ Λn
Λk+3⊗θ
−−−−−→ Λk+3 ⊗ Λk+1 ⊗ Λn−1
est la somme des morphismes
Λk+2 ⊗ Λk+1 ⊗ Λn ≃ Λk+1,k+2,n
Λk+1⊗θ
−−−−−→ Λk+1,k+3,n−1 ≃ Λk+3,k+1,n−1
et
Λk+2 ⊗ Λk+1 ⊗ Λn
Λk+2⊗θ
−−−−−→ Λk+2 ⊗ Λk+2 ⊗ Λn−1
θ⊗Λn
−−−−→ Λk+3 ⊗ Λk+1 ⊗ Λn−1.
Nous terminons e paragraphe en donnant une estimation de la division par
Λ1 des fonteurs que nous avons introduits.
On ommene par observer que, omme les fonteurs L(2) et D¯(2) sont des
quotients de I¯⊗2, leur division par Λ1 est nulle, de sorte que (L(2)⊗Λn : Λ1) ≃
L(2)⊗ Λn−1 et (D¯(2) ⊗ Λn : Λ1) ≃ D¯(2)⊗ Λn−1. La démonstration i-dessous
exploite sans esse es identiations et d'autres analogues.
Proposition 5.29. L'image du morphisme (L2n : Λ
1) → L(2) ⊗ Λn−1 (resp.
(D2n : Λ
1) → D¯(2) ⊗ Λn−1) induit par l'inlusion est inluse dans L2n−1 (resp.
D2n−1).
Démonstration. La suite exate duale de (12) montre que la omposée L2n ⊕
D2n →֒ Λ
2(I¯) ⊗ Λn
Dhn−−−→ I¯⊗2 ⊗ Λn−1 est nulle ; par division par Λ1, on obtient
que la somme direte des images des morphismes de l'énoné est inluse dans
le noyau de Λ2(I¯) ⊗ Λn−1
(Dhn:Λ
1)
−−−−−−→ I¯⊗2 ⊗ Λn−2. Il sut don de vérier que
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(Dhn : Λ
1) = hn−1, e qui provient de la ommutation du diagramme
Λ2(I¯)⊗ Λn
Dhn //
 _

I¯⊗2 ⊗ Λn−1 _

Λ2(I¯)⊗ Λn−1 ⊗ Λ1
Dhn−1⊗Λ
1
// I¯⊗2 ⊗ Λn−2 ⊗ Λ1
qu'on obtient en dualisant le diagramme
Λ2(P¯ )⊗ Λn P¯⊗2 ⊗ Λn−1
hnoo
Λ2(P¯ )⊗ Λn−1 ⊗ Λ1
OOOO
P¯⊗2 ⊗ Λn−2 ⊗ Λ1
hn−1⊗Λ
1
oo
OOOO
qui est ommutatif par inspetion.
Notation 5.30. Nous désignerons par uLn : (L
2
n : Λ
1) → L2n−1 et u
D
n : (D
2
n :
Λ1)→ D2n−1 les morphismes prourés par la proposition préédente.
Remarque 5.31. On peut montrer que es èhes sont des isomorphismes. Leur
surjetivité se déduit d'ailleurs aisément des onsidérations du paragraphe suiv-
ant.
Dans [Dja℄, nous établissons e type de résultat dans un adre plus général
et oneptuel.
5.3 Démonstration du théorème prinipal
La proposition suivante onstitue la lef de voûte de notre approhe de la
struture des fonteurs I⊗2 ⊗Λn. Les théorèmes 1 et 2, dont les énonés seront
préisés dans les théorèmes 5.33 et 5.34, s'en déduit par des arguments formels,
moyennant le théorème 5.16 qui traite le as n = 0.
Proposition 5.32. Soient n ∈ N∗ et X un sous-fonteur de L2n (resp. D
2
n). On
suppose que le morphisme (X : Λ1) → (L2n : Λ
1)
uLn−−→ L2n−1 (resp. (X : Λ
1) →
(D2n : Λ
1)
uDn−−→ D2n−1) est surjetif.
On a alors X = L2n (resp. X = D
2
n).
Démonstration. On traite d'abord le as de L2n. Pour tout entier naturel impair
i, la partition (i + n + 1, i + n, n) est alternée, don Weyl-séparante par la
proposition 3.17. Cela permet d'appliquer la proposition 4.16 au sous-objet L2n
de L(2)⊗Λn, où l'on prend pour β le morphisme fi+n, α étant ensuite déni par
la omposition de la ondition 1 de l'énoné de ladite proposition. La proposition
5.28 montre que les deuxième et troisième onditions de la proposition 4.16 sont
vériées 5.28. La dernière ondition en est également satisfaite puisque toute
partition de longueur au plus 2 de 2(i+n)+ 1 est supérieure à (i+n+1, i+n),
et que ker fi+n ne peut avoir de fateur de omposition S(i+n+1,i+n), puisque
sa soure en possède un seul et que son image en a un par la proposition 5.14.
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Par onséquent, la partition (i + n + 1, i + n, n) est Λ1-détetable dans L2n
relativement au morphisme uLn , lorsque l'entier naturel i est impair. Ainsi, on a
(i+ n+ 1, i+ n, n) ⊢ X pour i impair, d'où X = L2n par le orollaire 5.25.
Le as de D2n se traite pareillement, en onsidérant la partition alternée
(i + n + 3, i + n, n) et le morphisme gi+n pour i impair. La seule diérene
réside dans la satisfation de la dernière hypothèse de la proposition 4.16 : on
doit utiliser que D¯(2) n'a pas de fateur de omposition S(i+n+2,i+n+1) (f.
proposition 5.14), et que toute partition de 2(i + n) + 3 de longueur au plus 2
et distinte de (i + n+ 2, i+ n+ 1) est supérieure à (i+ n+ 3, i+ n).
Théorème 5.33. Pour tout n ∈ N, L2n et D
2
n sont simples artiniens de type 2.
Démonstration. Les fonteurs L2n et D
2
n ne sont pas artiniens de type 1, ar
l'image par DgLn et Dg
D
n des ltrations respetives de L(2) et D¯(2) du théorème
5.16, tensorisées par Λn(Λ3), en fournit des ltrations innies de quotients in-
nis.
Montrons maintenant par réurrene sur n que pour tout sous-objet strit
X de L2n (resp. D
2
n) et tout fonteur ni F , X ⊗ F est artinien de type 1. Pour
n = 0, ette assertion est inluse dans le théorème 5.16.
Supposons maintenant n > 0 et l'assertion démontrée pour L2n−1 (resp.
D2n−1). Si X est un sous-objet strit de L
2
n (resp. D
2
n), la proposition 5.32
montre que l'image A du morphisme f : (X : Λ1) → L(2) ⊗ Λn−1 (resp. (X :
Λ1)→ D¯(2)⊗Λn−1) induit par l'injetion de X dans L(2)⊗Λn (resp. D¯(2)⊗Λn)
est un sous-objet strit de L2n−1 (resp. D
2
n−1).
Le diagramme ommutatif
X
  //

L(2)⊗ Λn
 _

(X : Λ1)⊗ Λ1
f⊗Λ1 // L(2)⊗ Λn−1 ⊗ Λ1,
dans lequel la èhe vertiale de gauhe est l'unité de l'adjontion, montre que
X s'injete dans A⊗Λ1. Ce fonteur étant artinien de type 1, de même que son
produit tensoriel par un fonteur ni, par hypothèse de réurrene, ela termine
la démonstration.
Théorème 5.34. Pour tout n ∈ N, I⊗2 ⊗ Λn est artinien de type 2.
Démonstration. On ommene par remarquer que si Λ2(I¯)⊗Λn est artinien de
type 2, il en est de même pour I¯⊗2 ⊗ Λn, don de I⊗2 ⊗ Λn. Il sut pour ela
de onsidérer la ltration de I¯⊗2 de sous-quotients Λ2(I¯), I¯ et Λ2(I¯), sahant
que I¯ ⊗ Λn est artinien de type 1 (f. [Pir97℄).
On proède ensuite par réurrene sur n, le as n = 0 étant rappelé dans la
proposition 5.16. Supposons don n > 0 et I¯⊗2 ⊗ Λn−1 artinien de type 2. La
suite exate duale de (12) montre que (Λ2(I¯) ⊗ Λn)/(L2n ⊕ D¯
2
n) s'injete dans
I¯⊗2 ⊗ Λn−1, e quotient est don artinien de type 2. Le théorème préédent
implique don le résultat.
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Remarque 5.35. On peut retrouver les résultats de Piriou ([Pir97℄) relatifs aux
fonteurs I¯ ⊗ Λn par la même méthode. L'artile [Pir97℄ repose également sur
l'étude de fateurs de omposition idoines, mais proède de manière beauoup
plus expliite, à l'aide de aluls de groupes d'extensions. Powell, qui a généralisé
dans [Pow00b℄ les résultats de Piriou au as du produit tensoriel entre I¯ et un
fonteur ni, mène des raisonnements sur des fateurs de omposition à l'aide
de quotients du fonteur diérene, dont le maniement est ependant diérent
de elui de (− : Λ1), de sorte que sa stratégie globale, tout en présentant des
similitudes ave elle du présent artile, en diverge oneptuellement.
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